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Введение

Явление сверхпроводимости, открытое Х. Каммерлинг-Оннесом в 1911

году [1], заключается в полном исчезновении электрического сопротивления

постоянному току в некоторых металлах при температурах 𝑇 ниже критиче

ской температуры сверхпроводящего фазового перехода 𝑇𝑐. Микроскопическая

теория данного явления была построена Дж. Бардином, Л. Н. Купером и Дж.

Р. Шриффером (БКШ) в 1957 году [2]. Независимое теоретическое описание

сверхпроводящего состояния в рамках обобщенного канонического преобразо

вания было дано Н. Н. Боголюбовым [3]. С точки зрения микроскопической

теории, сверхпроводящий фазовый переход обусловлен неустойчивостью ферми

системы к образованию связанных состояний пар электронов (куперовских

пар) при сколь угодно малом притяжении между ними [4]. Возникновение

сверхпроводящего конденсата куперовских пар при 𝑇 < 𝑇𝑐 сопровождается

открытием сверхпроводящей щели ∆(𝑇 ) в спектре квазичастичных возбужде

ний. Для достаточно широкого класса материалов эффективное притяжение

между электронами обеспечивается за счет обмена виртуальными фононами,

и существенными оказываются корреляции пар электронов с нулевым суммар

ным импульсом и спином (спин-синглетная сверхпроводимость). Пропускание

постоянного тока 𝐼 через сверхпроводник приводит к появлению суммарного им

пульса куперовской пары, однако, пока их скорость не превышает отношения

сверхпроводящей щели ∆ к импульсу Ферми 𝑝𝐹 , сверхпроводящий ток явля

ется бездиссипативным [5]. Cверхпроводящее состояние также разрушается в

достаточно сильных магнитных полях H. К распаду куперовских пар приво

дит как орбитальный эффект магнитного поля [6], так и парамагнитный [7].

В последнем случае магнитное поле приводит к зеемановскому расщеплению

спектра энергии квазичастиц, и когда расщепление уровней становится поряд

ка сверхпроводящей щели, спин-синглетная сверхпроводимость разрушается.

Другими словами, магнитное поле стремится сонаправить спины электронов,

составляющие куперовскую пару, и при |H| >
√
2∆/𝑔𝜇𝐵 (𝑔 - фактор Ландэ,

𝜇𝐵 - магнетон Бора) несверхпроводящее состояние оказывается энергетически

более выгодным.

На данный момент существует достаточно обширная литература, посвя

щенная изучению необычных сверхпроводящих корреляций, пространственная
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и спиновая структура которых отлична от предсказаний теории БКШ (см.,

например, [8]). Возможная структура сверхпроводящего параметра поряд

ка диктуется принципом запрета Паули, из которого следует, что волновая

функция куперовской пары (аномальное среднее при совпадающих временах

𝐹𝜎𝜎′(r1,r2)) должна быть нечетной относительно перестановки двух фермио

нов1. Здесь {𝜎,𝜎′} - спиновые индексы, и r1,2 - координаты двух электронов.

Данное условие обычно выражается в форме соотношения 𝐹𝜎𝜎′(k) = −𝐹𝜎′𝜎(−k),

где 𝐹𝜎𝜎′(k) - Фурье образ аномальной функции по разностной координате

r = r1 − r2. Значение функции 𝐹𝜎𝜎′(k) пропорционально сверхпроводящему

параметру порядка ∆𝜎𝜎′(k), а ее зависимость от k характеризует анизотро

пию щели в импульсном пространстве и определяется суперпозицией базисных

функций неприводимого представления группы кристалла [8; 9]. В кристаллах

с центром инверсии пространственно-четное (пространственно-нечетное) сверх

проводящее спаривание должно быть спин-синглетным (спин-триплетным).

Известными примерами необычной сверхпроводимости являются сверхпрово

дящие состояния в высокотемпературных сверхпроводниках La2−𝑥Sr𝑥CuO4 и

YBa2Cu3O7−𝑥 с тетрагональной симметрией кристаллической решетки. В дан

ных соединениях спин-синглетное спаривание ∆̂(k) = (𝑖�̂�𝑦)∆(k) описывается

однокомпонентным параметром порядка ∆(k) ∝ 𝑘2𝑥 − 𝑘2𝑦, преобразующимся в

соответствии с представлением 𝐵1𝑔 группы 𝐷4ℎ. Стоит отметить, что в матери

алах без центра инверсии в принципе могут реализовываться сверхпроводящие

состояния, представляющие собой смесь спин-синглетного и спин-триплетного.

Помимо симметрийной классификации сверхпроводящего параметра порядка

существует также более общая классификация возможных сверхпроводящих

корреляций, которая основана на анализе симметрии аномального среднего при

несовпадающих временах [10; 11] (см. также недавний обзор [12] и список ци

тированной литературы в нем). Исходя из определения, аномальное среднее

является антисимметричной функцией относительно одновременной переста

новки координат частиц, спиновых индексов и времен. На основе анализа

симметрии аномальной корреляционной функции в представлении мацубаров

ских частот2 𝜔𝑛 = 2𝜋𝑇 (𝑛 + 1/2), где 𝑛 - целое число, можно выделить два

класса сверхпроводящих корреляций. Для сверхпроводящих корреляций, чет
1Приведенная ниже классификация сверхпроводящих конденсатов относится к однозонным

сверхпроводникам. В многозонном случае под 𝜎 следует понимать совокупность спинового и зон

ного индекса.
2Или энергии при использовании формализма действительного времени.
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ных по частоте, четная (нечетная) аномальная функция относительно k → −k

должна быть нечетной (четной) при перестановке спиновых индексов. Для

нечетных по частоте сверхпроводящих корреляций классификация противопо

ложная: симметричной (антисимметричной) пространственной части должна

соответствовать симметричная (антисимметричная) спиновая.

Реализация необычных сверхпроводящих корреляций возможна в сверх

проводящих гибридных структурах с эффектом близости. Данный эффект

состоит в проникновении сверхпроводящих корреляций из родительского сверх

проводника в несверхпроводящий материал при контакте этих материалов [13].

Пионерские теоретические работы по изучению сверхпроводящего эффекта бли

зости принадлежат П. Ж. де Жену [14] и У. Л. Макмиллану [15]. Важно

отметить, что эффект близости также может сопровождаться подавлением кри

тической температуры и щели в самом сверхпроводнике (обратный эффект

близости). Изменение пространственной и спиновой структуры куперовских

пар в гибридных системах может иметь место, когда энергия квазичастиц

в несверхпроводящем материале существенно зависит от спиновой степе

ни свободы. Известным примером является генерация нечетных по частоте

спин-триплетных сверхпроводящих корреляций в гибридных структурах сверх

проводник/ферромагнетик (S/F). Наличие спинового расщепления уровней

энергии квазичастиц в ферромагнетике приводит к тому, что спин-синглет

ные куперовские пары в системе частично конвертируются в спин-триплетные

пары (см., например, [11; 16—19]). Данная конверсия лежит в основе рабо

ты сверхпроводящих спиновых вентилей. Пионерские теоретические работы в

этой области были сделаны в группах Л. Р. Тагирова, А. И. Буздина и М.

Р. Бисли, которые показали что относительная ориентация намагниченностей

M1,2 структурах S/F1/F2 или F1/S/F2, может оказать существенное влияние

на критическую температуру сверхпроводящего перехода [20—22]. Сравнитель

но недавние достижения в физике эффекта спинового вентиля включают в себя

реализацию полного переключения из сверхпроводящего состояния в нормаль

ное и обратно слабым внешнем магнитным полем [23], триплетный и инверсный

спин-вентильный эффекты [24—28]. Другим классом гибидных систем, в кото

рых возможны необычные сверхпроводящие корреляции являются системы со

спин-орбитальным взаимодействием. Спин-орбитальное взаимодействие являет

ся релятивистским эффектом и представляет собой связь орбитальных степеней

свободы частицы с ее спином �̂�𝑠𝑜 ∝ �̂�(∇𝑉 ×p). Здесь �̂� - вектор матриц Паули
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в спиновом пространстве, 𝑉 (r) - потенциал решетки, и p - импульс частицы.

Возможность реализации спин-орбитального взаимодействия в твердотель

ных системах связана с симметрией системы относительно пространственной

инверсии r → −r [29]. Так, в материалах с центром инверсии спин-орби

тальное взаимодействие может быть описано только в рамках многозонных

моделей. С другой стороны, в материалах без центра инверсии спин-орби

тальное взаимодействие может быть описано и в однозонном приближении.

В нецентросимметричных материалах разделяют объемную асимметрию BIA

(bulk inversion asymmetry) и структурную ассиметрию SIA (structure inversion

asymmetry). В первом случае спиновое расщепление энергетического спектра

обусловлено пространственной структурой кристаллического поля в самом ма

териале, а во втором - асимметрией потенциала конфайнмента. Для обоих

случаев гамильтониан спин-орбитальной связи представим в виде [30]

�̂�𝑠𝑜(k) = �̂�Ω(k) ,

где Ω(k) - спин-орбитальное поле, удовлетворяющее симметрийному соотноше

нию Ω(k) = −Ω(−k). Проявления спин-орбитального взаимодействия активно

изучаются в полупроводниковых материалах. Известный пример BIA - это

спин-орбитальное взаимодействие Дрессельхауза, имеющее место для нецен

тросимметричной кристаллической структуры типа цинковой обманки [31].

Например, для квантовой ямы GaAs, выращенной в направлении 𝑧||[001] линей
ный по k вклад Дрессельхауза описывается полем Ω𝐷(k) = 𝛽ℏ(𝑘𝑥, − 𝑘𝑦, 0). В

квантовых ямах с ассиметричным потенциалом конфайнмента имеется вклад

Бычкова - Рашбы (или просто Рашбы) Ω𝑅(k) = 𝛼ℏ(n × k) [32]. В приведен

ных выше выражениях 𝛼, 𝛽 - константы спин-орбитального взаимодействия,

и n - вектор нормали. Типичная двумерная зонная структура с учетом спин

орбитального взаимодействия и соответствующая ориентация спинов на Ферми

поверхности показаны на Рис. 1.

В последнее время существенно возрос интерес к физике сверхпрово

дящих гибридных структур со спин-орбитальным взаимодействием. Такие

системы предлагают принципиально новые возможности для управления сверх

проводящим транспортом, а также являются перспективной платформой для

реализации топологической сверхпроводимости. Топологическими сверхпро

водниками называются материалы со сверхпроводящей щелью в объеме и
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Рисунок 1 — (a) Схематичное изображение двумерной зонной структуры с

учетом спин-орбитального взаимодействия Рашбы (𝛼 ̸= 0, 𝛽 = 0) или Дрессель

хауза (𝛼 = 0, 𝛽 ̸= 0). (d) Зонная структура с учетом обоих вкладов 𝛼 ̸= 𝛽. На

панелях (b), (c) и (e) изображены соответствующие Ферми поверхности, стрел

ками показана ориентация спинов. Изображения взяты из статьи [33].

экзотическими краевыми модами майорановского типа. Перед кратким опи

санием свойств этих состояний, отметим, что майорановские моды были

предсказаны и активно изучались для киральных 𝑝-волновых сверхпровод

ников [34—38]. Однако, на данный момент нет достоверных свидетельств

реализации такого типа сверхпроводимости в том или ином соединении (извест

ным кандидатом на роль кирального 𝑝-волнового сверхпроводника является

Sr2RuO4 [39; 40]). Активный поиск майорановских мод в сверхпроводящих ги

бридных структурах стимулировала в том числе работа А. Ю. Китаева [41], в

которой было продемонстрировано возникновение краевых состояний в цепочке

бесспиновых фермионов с 𝑝-типом спаривания. Основной особенностью майора

новских мод является то, что их волновые функции существенно локализованы

вблизи краев цепочки, а суперпозиция двух майорановских мод представляет
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собой незаряженное квазичастичное возбуждение фермионного типа с нелокаль

ной волновой функцией. Данное нелокальное возбуждение отделено щелью от

состояний континуума, и для достаточно длинной цепочки энергия данного со

стояния относительно уровня Ферми экспоненциально мала 𝐸 ∝ 𝑒−2𝐿/𝜉. Здесь

𝐿 - длина цепочки, и 𝜉 - эффективная корреляционная длина. В литературе

утверждается, что в силу указанных выше свойств, майорановские моды мо

гут быть использованы для реализации топологически защищенных квантовых

вычислений [41—48].

Существует три основных ингредиента для реализации спин-триплетной

𝑝-волновой сверхпроводимости в сверхпроводящих гибридных структурах с

𝑠-волновыми сверхпроводниками. Для реализации эффективно бесспинового

спаривания необходимо добиться полной спиновой поляризации в несверхпро

водящем материале. Для электронных систем с большим 𝑔-фактором такая

ситуация может иметь место в достаточно сильном внешнем магнитном поле.

С другой стороны, спиновое расщепление может быть наведено в несверхпрово

дящем материале при помещении его в контакт, например, с ферромагнитным

изолятором. Вторым ингредиентом является спин-синглетные 𝑠-волновые сверх

проводящие корреляции в родительском сверхпроводнике. В условиях полной

спиновой поляризации в несверхпроводящем материале спин-синглетные сверх

проводящие корреляции в него проникнуть не могут, поскольку для электронов,

составляющих спиновое большинство, отсутствует партнер с противополож

ной проекцией спина для образования спин-синглетной пары. Проникновение

сверхпроводящих корреляций оказывается возможным при наличии достаточ

но сильного спин-орбитального взаимодействия, которое может привести к

появлению спин-триплетных корреляций 𝑝-типа. В силу перечисленных вы

ше особенностей очень большое число рассматриваемых платформ для поиска

майорановских мод являются гибридными структурами типа сверхпроводник/

полупроводник [49—54]. Так, например, известными платформами для поиска

майорановских мод являются двумерные и трехмерные топологические изоля

торы с наведенной сверхпроводимостью [49—52].

Одной из перспективных платформ для реализации майорановских мод

являются полупроводниковые нанопровода с наведенной сверхпроводимостью.

Данная платформа была предложена независимо двумя теоретическими груп

пами [55; 56], которые продемонстрировали возникновение спин-триплетной

сверхпроводимости 𝑝-типа и майорановских мод для одномерного нанопровода.
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Более подробный теоретический анализ данных систем, включая обобщение ре

зультатов на случай многомодовых проводов, представлен в статьях [57; 58].

Влияние эффектов сильного кулоновского отталкивания на топологическую

фазовую диаграмму данных систем и возможность реализации майоранов

ских мод проанализировано в работах [59—61]. Простейшая теоретическая

модель, в рамках которой удается описать изменение топологии и возникнове

ние майорановских мод, представляет собой модель одномерного проводника

со спин-орбитальным взаимодействием Рашбы во внешнем магнитном поле,

направленном вдоль оси нанопровода. Сверхпроводящий эффект близости, воз

никающий за счет контакта со сверхпроводником, моделируется при помощи

феноменологического параметра щели ∆, включенного в гамильтониан систе

мы. Майорановские моды в такой системе возникают при ℎ >
√︀
𝜇2 + |∆|2, где

ℎ = 𝑔𝜇𝐵𝐻/2 - зеемановская энергия, 𝐻 - внешнее магнитное поле, и 𝜇 - хим

потенциал нанопровода. При достаточно сильном зеемановском расщеплении

в топологически нетривиальной фазе эффективная функция щели имеет вид

∆eff ≈ 𝛼𝑝|∆|/ℎ, где 𝑝 - импульс квазичастиц вдоль провода. Было предсказано,
что появление краевых майорановских мод должно приводить к особенностям

туннельного транспорта через край нанопровода, а именно к возникновению пи

ка дифференциальной проводимости на нулевом напряжении [62; 63]. Данная

особенность была, по-видимому, впервые наблюдена в нанопроводе InSb, частич

но покрытом сверхпроводником NbTiN [64]. Похожие особенности были вскоре

обнаружены и в других системах [65—71]. Схематичное изображение экспери

ментальной схемы по измерению туннельного транспорта, а также поведение

дифференциальной проводимости показаны на Рис. 2. Отметим, что большин

ство экспериментально исследуемых структур представляют собой нанопровода

InSb или InAs, частично покрытые тонким слоем низкотемператуного сверх

проводника Al, Nb или NbTiN. Стоит также отметить, что появление пика

дифференциальной проводимости при нулевом напряжении, наблюдаемое в

ряде экспериментов, не является характерной особенностью только майоранов

ских мод. Тривиальные пики (не связанные с майорановскими состояниями)

также могут возникать по ряду причин, например, из-за эффектов сильного

беспорядка [72]. Данное обстоятельство, несомненно, осложняет однозначную

интерпретацию имеющихся экспериментальных данных по туннельному транс

порту в пользу реализации майорановских мод и стимулирует более детальные

исследования гибридных структур полупроводник/сверхпроводник.
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Рисунок 2 — (a) Схематичная экспериментальная схема по измерению тун

нельного транспорта через край полупроводникового нанопровода, покрытого

сверхпроводником. (b) Зависимости дифференциальной проводимости 𝑑𝐼/𝑑𝑉

от напряжения 𝑉 при изменении прозрачности туннельной границы, которая

контролируется напряжением на туннельном затворе. Здесь 𝑒 - заряд электро

на, и ℎ - постоянная Планка. Изображения взяты и адаптированы из статьи [73].

Одним из главных недостатков текущего поколения майорановских на

нопроводов на основе систем InAs/Al является достаточно сильное внешнее

магнитное поле для перехода в топологически нетривиальную фазу (𝐻 ∼
1 T), которое, вообще говоря, сравнимо с критическим магнитным полем

разрушения сверхпроводимости в оболочке. Недавние теоретические и экспе

риментальные работы посвящены снятию данного ограничения. В 2018 году

появилось теоретическое предложение поиска майорановских мод в полупровод

никовых нанопроводах, полностью покрытых сверхпроводящей оболочкой [74].

Соответствующая статья, содержащая как теоретическое предложение, так и

эксперимент, выполненный в группе Ч. Маркуса, была опубликована в 2020

году [75]. Данные эксперименты возродили интерес к физике вихревых состоя

ний в сверхпроводящих мезоскопических гибридных структурах в контексте их

возможного использования для реализации топологически защищенных кван
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товых вычислений [41—48]. На качественном уровне основная идея данного

предложения состоит в использовании достаточно сильного орбитального эф

фекта магнитного поля вместо слабого парамагнитного. Было предсказано, что

входящие в оболочку вихри (возникновение нетривиального набега фазы пара

метра порядка при обходе вокруг сверхпроводящего цилиндра) могут перевести

систему в топологически нетривиальную фазу даже в сравнительно слабых маг

нитных полях 𝐻 ∼ 0.1 T, направленных вдоль оси нанопровода. Ключевым

ингредиентом для реализации данного предложения является наличие пере

сечений спектральных ветвей квазичастиц 𝐸𝑖(𝑘𝑧) уровня Ферми аналогично

инверсии зон в топологических изоляторах [76; 77] и 3He [78; 79] (здесь индекс 𝑖

нумерует спин-зависимые поперечные моды, и 𝑘𝑧 - импульс квазичастиц вдоль

оси провода). В свою очередь, минищель в спектре энергии квазичастиц по

является за счет спин-орбитального взаимодействия, вызванного радиальными

электрическими полями в нанопроводе. Очевидно, что пересечения спектраль

ных ветвей уровня Ферми должны отсутствовать в пределе очень сильного

сверхпроводящего эффекта близости, когда электроны, налетающие на границу

полупроводник/сверхпроводник (ПП/СП) практически полностью конвертиру

ются в дырки из-за явления андреевского отражения [80] [см. Рис. 1.1(a)].

Действительно, как и в случае вихревого кора в s-волновом сверхпроводни

ке наличие доминирующего андреевского отражения для квазичастиц должно

привести к формированию так называемой минищели Кароли- де Жена -

Матрикона [81; 82] в спектре возбуждений даже без учета спин-орбитального

взаимодействия 𝜔0 = |∆|/𝑘𝑐⊥𝑅𝑐. Здесь |∆| - щель в спектре сверхпроводника,

𝑘𝑐⊥ =
√︀

(𝑘𝑐𝐹 )
2 − 𝑘2𝑧 , 𝑘

𝑐
𝐹 - импульс Ферми в коре, и 𝑅𝑐 - радиус полупроводни

ковой сердцевины.

Важно отметить, что приведенные выше рассуждения не учитывают

важных отличий между состояниями квазичастиц в коре вихря объемного

сверхпроводника и в мезоскопическом гибридном нанопроводе: естественно

ожидать, что в последнем случае спектр подщелевых квазичастиц будет

определяться не только андреевским отражением от сверхпроводящей оболоч

ки. Кроме процессов электрон-дырочной конверсии, в гибридных структурах

сверхпроводник/полупроводник необходимо также учитывать нормальное отра

жение квазичастиц, вызванное несколькими факторами, среди которых можно

выделить (i) скачок эффективной массы для электронов в полупроводниковой

сердцевине𝑚* и в оболочке𝑚𝑠, (ii) скачок потенциала, а также (iii) нормальное
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отражение для квазичастиц от внешней границы сверхпроводящей оболочки.

Работы [A1; A2] соискателя посвящены исследованию состояний квазичастиц в

полностью покрытых полупроводниковых нанопроводах и установлению крите

рия появления майорановских мод в таких системах3. В данных работах было

показано, что конкуренция нормального и андреевского отражения в таких

структурах может привести к появлению квазичастичных состояний волновод

ного типа, распространяющихся вдоль гибридного нанопровода с существенной

групповой скоростью (см., например, Рис. 1.1(b)). Продемонстрировано, что

низкоэнергетический спектр квазичастиц а также поведение щели в спектре

возбуждений нанопровода при изменении магнитного потока достаточно силь

но зависят от области локализации волновой функции квазичастиц внутри

полупроводникового кора. Показано, что наличие аккумуляционного слоя для

электронов вблизи границы полупроводник/сверхпроводник может приводить

к переоткрытию щели при увеличении магнитного потока в пределах состояния

с фиксированной завихренностью сверхпроводящего параметра порядка. Такое

поведение щели, в свою очередь, может приводить к особенностям эффекта

четности в зарядовом транспорте через нанопровод в режиме кулоновской бло

кады, а именно к переключениям периодичности тока с 2𝑒 на 𝑒 при входе вихря

и последующим плавным восстановлением к 2𝑒 при дальнейшем увеличении

магнитного потока в пределах заданного вихревого состояния. В работе [A1]

также были исследованы эффекты спин-орбитального взаимодействия Рашбы

с радиальным вектором нормали, установлен критерий появления майоранов

ских мод в системе и определен их пространственный мастаб. С помощью

расчета топологического инварианта установлено, что майорановские моды в

системе возникают, когда спектр квазичастиц при 𝑘𝑧 = 0 (без учета спин-орби

тального взаимодействия) становится инвертированным 𝛿ℰ = ℰ𝜇=−1/2−ℰ𝜇=1/2 >

0. Показано, что возникновение майорановских состояний может сопровождать

ся появлением распространяющихся мод. В контексте полученных результатов

стоит также упомянуть вышедшую несколько позже теоретическую работу

группы Э. Прады [83], авторы которой получили тот же критерий топологи

ческих переходов в полностью покрытых полупроводниковых нанопроводах.

В отличие от [A1] для установления критерия возникновения майорановских
3Основные результаты [A1] детально изложены в главе 1 данной диссертации. В статье [A2]

изучается влияние аккумуляционного слоя на подщелевой спектр квазичастиц без учета спин-орби

тального взаимодействия.
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мод в системе авторы [83] использовали прямой расчет плотности состояний на

краю полубесконечного гибридного нанопровода.

Эффекты спин-орбитального взаимодействия в сверхпроводящих ги

бридных структурах вызывают интерес также в контексте их использования

для расширения функциональных возможностей устройств так называе

мой сверхпроводящей спинтроники (от англ. Spintronics – SPIN TRansport

electrONICS) [17—19; 84]. Целью спинтроники является создание цепей, в ко

торых логические операции управляются спиновыми токами. Детектирование

спиновых токов требует конверсии спинового тока в зарядовый, что в несверх

проводящих системах связано с диссипативными потерями. Использование

сверхпроводящих гибридных структур позволяет обойти проблемы нагрева за

счет того, что бездиссипативный зарядовый транспорт спин-триплетных купе

ровских пар может также обеспечивать транспорт спина. Помимо вопросов,

касающихся влияния спин-орбитального взаимодействия на процессы конвер

сии спин-синглетных пар в спин-триплетные, большое внимание в литературе

уделяется эффектам спин-орбитального взаимодействия в сверхпроводящем

транспорте. В частности, одним из активно изучаемых эффектов, возникаю

щем в гибридных структурах со спин-орбитальным взаимодействием, является

так называемый аномальный эффект Джозефсона [85; 86]. Данный эффект

характеризуется возникновением отличной от 0 или 𝜋 разности фаз сверхпро

водящего параметра порядка в берегах контакта в основном состоянии. Такие

контакты получили название 𝜙0 - контакты (или фазовые батарейки), и вблизи

критической температуры сверхпроводящего перехода ток-фазовое соотноше

ние такого контакта имеет вид 𝐼(𝜙) = 𝐼𝑐 sin(𝜙+𝜙0), где 𝐼𝑐 - критический ток, и 𝜙

- сверхпроводящая разность фаз. Отметим, что приведенное выше ток-фазовое

соотношение возможно только в системах с нарушенной симметрией обраще

ния времени и инверсии. Одна из первых теоретических работ по изучению

𝜙0 - переходов в системах со спин-орбитальным взаимодействием принадле

жит А. И. Буздину [87], который показал, что в джозефсоновском транспорте

через слабую связь, представляющую собой магнитный металл со спин-орби

тальным взаимодействием (см. Рис. 3), возникающая на контакте спонтанная

разность фаз 𝜙0 ∝ 𝛼ℎ2𝐿, где 𝛼 - константа спин-орбитального взаимодействия,

ℎ величина обменного поля в несверхпроводящем металле, и 2𝐿 - длина кон

такта. Физический механизм, приводящий к такому поведению ток-фазового

соотношение может быть пояснен следующим образом. Для того, чтобы ском
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Рисунок 3 — Схематичное изображение джозефсоновского контакта со слабой

связью, представляющей собой нецентросимметричный магнитный металл. Об

менное поле h направлено вдоль оси 𝑧, а вектор рашбовской нормали n - вдоль

оси 𝑦. Изображение взято из работы [87].

пенсировать спонтанный ток, вызванный спин-орбитальным взаимодействием,

в системе развивается градиент сверхпроводящей фазы в направлении, задава

емом векторным произведением (nℎ×n), где nℎ - направление обменного поля,

и n - вектор нормали в спин-орбитальном взаимодействии Рашбы. Джозеф

соновские 𝜙0 переходы демонстрируют ряд уникальных свойств, в частности,

управление внутренним магнитным моментом с использованием джозефсонов

ского тока [88—90]. Аномальный эффект Джозефсона возникает в целом ряде

систем, включающих в себя топологические изоляторы [91—93], джозефсонов

ские контакты со слабой связью из двумерного электронного газа [94; 95],

нецентросимметричных магнитных металлов [87; 96], квантовых точек [97—99]

или нанопроводов с сильным спин-орбитальным взаимодействием [100—104].

Отдельно стоит упомянуть, что транспортные характеристики сверхпро

водящих гибридных структур с нарушенной симметрией обращения времени

и симметрии инверсии могут быть анизотропными. Другими словами, в та

ких системах может иметь место так называемый сверхпроводящий диодный

эффект. Данный эффект активно исследовался в контексте движения вихрей

в системах с ассиметричным потенциалом пиннинга или барьерами для вхо

да вихрей, а также в системах с неоднородным распределением магнитного

поля [105—110]. В последнее время наблюдается рост интереса к сверхпро

водящему диодному эффекту. Детальное изучение механизмов невзаимного

транспорта, не связанных с движением вихрей, было стимулировано в том

числе недавней экспериментальной работой [111], в которой была обнаруже
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на анизотропия критического тока в искусственных сверхрешетках Nb/Va/Ta

во внешнем магнитном поле, направленном вдоль плоскости слоев гибридной

структуры. На данный момент сверхпроводящий диодный эффект активно

изучается в различного рода системах, включающих в себя асимметричные

сверхпроводящие квантовые интерферометры [112; 113] и материалы со спин

орбитальным взаимодействием [92; 100; 114—126]. Отметим, что в системах со

спин-орбитальным взаимодействием помимо исследований анизотропии крити

ческого тока распаривания в объемных материалах [114—120], возможность

реализации сверхпроводящего диодного эффекта была также предсказана для

достаточно большого класса джозефсоновских переходов, который включает

в себя джозефсоновские контакты через прямой многомодовый полупроводни

ковый нанопровод с сильным спин-орбитальным взаимодействием во внешнем

магнитном поле [100].

Работа [A3] соискателя с соавторами посвящена изучению особенностей

джозефсоновского транспорта через искривленные майорановские нанопро

вода. Данная работа мотивирована рядом теоретических работ [127; 128],

предсказывающих возникновение спонтанной разности фаз в таких контактах,

которая определяется геометрией системы и равна углу разориентации частей

нанопровода 𝜒 (см., например, Рис. 2.1(a)). Причина данного эффекта состоит

в переключении направления эффективного (зависящего от импульса квази

частиц) спин-орбитального поля в разных частях провода, которое, в свою

очередь, приводит к появлению аномальной фазы. Однако, существующий ана

лиз данного эффекта был выполнен для частного случая сильных спиновых

расщеплений для электронов в нанопроводе, а расчет сверхтока включал в себя

вклад только от подщелевых состояний квазичастиц, которые наиболее чувстви

тельны к изменению топологии в системе. Такой подход, очевидно, не может

быть использован для описания джозефсоновского транспорта в широком диа

пазоне зеемановских полей, соответствующих топологически тривиальной фазе

и самой окрестности топологического перехода. Причина состоит в том, что

для данного диапазона спиновых расщеплений модель Китаева, описывающая

цепочку бесспиновых фермионов с наведенной сверхпроводимостью 𝑝-типа, не

применима, и в расчетах джозефсоновского тока необходимо учитывать вкла

ды от обеих спиновых подзон. Другим важным обстоятельстом для анализа

джозефсоновсого транспорта через майорановские нанопроволки является то,

что даже для контактов с размерами много меньше пространственного масшта
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ба сверхпроводящих корреляций необходимо учитывать вклады в сверхток как

от подщелевых, так и от надщелевых состояний квазичастиц [103; 129—133].

В частности, в работе [129] было показано, что именно вклад надщелевых со

стояний дает конечное значение критического сверхтока при топологическом

переходе, когда спектр нанопроволок является бесщелевым.

Анализ геометрических эффектов в джозефсоновском транспорте через

полупроводниковые нанопровода с наведенной сверхпроводимостью представ

ляет собой важную и актуальную задачу по ряду причин. Как уже было

упомянуто ранее, на текущий момент в литературе большое внимание уде

ляется изучению туннельного транспорта края нанопровода [65—71]. Однако,

возникновение особенности на 𝜕𝐼/𝜕𝑉 при нулевом напряжении не является

характерной особенностью только майорановских мод. В связи с этим, пред

ложения новых экспериментальных конфигураций и тестов для обнаружения

факта топологического перехода в полупроводниковых нанопроводах с наве

денной сверхпроводимостью представляют значительный интерес. В качестве

альтернативной системы изучаются проявления нетривиальной топологии в

джозефсоновских контактах c полупроводниковым нанопроводом в области

слабой связи [103; 129—139]. В частности, факт топологического перехода в си

стеме, возникающего при увеличении спин-расщепляющего поля, проявляется

в изменении наклона критического тока (см., например, работу [129]). С другой

стороны, возможное применение майорановских нанопроводов для квантовых

вычислений требует построения сетей нанопроводов достаточно сложных кон

фигураций [43; 46; 47]. Отметим, что в этом направлении уже был достигнут

некоторый экспериментальный прогресс. В частности, несколько эксперимен

тальных групп представили результаты по изготовлению решеток нанопроводов

InSb/Al [140] а также нанокрестов из InAs [141].

В работе [A3] проведен детальный анализ поведения сверхпроводящей

разности фаз в основном состоянии контакта при изменении спинового расщеп

ления, переводящего искривленный нанопровод из топологически тривиальной

в нетривиальную фазу. Отличительные особенности стационарного эффек

та Джозефсона проанализированы для двух неэквивалентных ориентаций

спин-расщепляющего поля в нанопроводе. Для первой конфигурации джо

зефсоновский контакт находится во внешнем магнитном поле, направленном

перпендикулярно подложке, и спиновое расщепление в нанопроводе появ

ляется из-за эффекта Зеемана. В работе также рассмотрена возможность
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текстурированного спин-расщепляющего поля, направленного параллельно и

антипараллельно оси провода в разных его частях. Рассмотрение данной

конфигурации было мотивировано недавними экспериментами по гибрид

ным ферромагнитным нанопроводам InAs/EuS/Al [142]. В таких структурах

наведенное спиновое расщепление в нанопроводе имеет обменную природу. Про

веденный в работе анализ поведения спонтанной сверхроводящей разности фаз

показывает, что эта разность фаз перестраивается спин-расщепляющим полем,

и соответствующие джозефсоновские переходы являются перестраиваемыми

фазовыми батарейками. Для обеих конфигураций спин-расщепляющего поля

продемонстрирована возможность невзаимного сверхпроводящего транспорта

(сверхпроводящего диодного эффекта) - зависимости критического сверхто

ка от направления пропускаемого тока. Интересно отметить, что согласно

предыдущим теоретическим работам, для появления невзаимного сверхпрово

дящего транспорта в контактах через прямые полупроводниковые нанопровода

многомодовость является существенной. Полученные в рамках данной рабо

ты результаты показывают, что особенности геометрии системы позволяют

получить невзаимный сверхпроводящиий транспорт даже для одномодового на

нопровода, и именно геометрия определяет параметры невзаимного транспорта.

Примечательно, что достаточно широкий круг физических явлений в

сверхпроводящих гибридных структурах со спин-орбитальным взаимодействи

ем, включающий в себя возникновение спонтанной разности фаз в джозеф

соновских переходах и спонтанных токов, могут быть описаны в рамках

феноменологической теории типа Гинзбурга-Ландау (ГЛ) с линейным по гра

диенту сверхпроводящего параметра порядка вкладом ∼ (n × nℎ)(∇∆)∆*

в плотность свободной энергии (так называемый инвариант Лифшица) [87;

143—146]. Здесь ∇ = (𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝜕𝑧), n (nℎ) - единичный вектор вдоль оси с нару

шенной симметрией инверсии (единичный вектор вдоль направления обменного

поля), и ∆ - сверхпроводящий параметр порядка. Несмотря на наличие вывода

функционала Гинзбурга-Ландау для сверхпроводников со спин-орбитальным

взаимодействием как в чистом, так и в грязном пределе [147—153], обоснование

инварианта Лифшица в гибридных структурах представляет собой нерешенную

задачу4. Решение данного вопроса напрямую связано с исследованием влияния
4Заметим, что сходная проблема также имеет место для сверхпроводящих гибридных структур,

в которых примыкающий слой характеризуется текстурированным распределением намагниченно

сти [154].
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спин-орбитального взаимодействия на критическую температуру сверхпроводя

щего перехода и пространственную структуру волновой функции куперовских

пар в сверхпроводящих гибридных структурах типа сверхпроводник/ферро

магнетик. Известно, что сильная спиновая поляризация для квазчастиц в

примыкающем к сверхпроводнику слое может привести к подавлению родитель

ской сверхпроводимости даже в том случае, если примыкающий слоя является

изолятором [155—159]. Первое теоретическое описание особенностей обратного

эффекта вблизости в планарных гибридных структурах сверхпроводник/ферро

магнитный изолятор в чистом пределе было выполнено в работе [155]. Причина

распаривающего эффекта для куперовских пар состоит в том, что волновые

функции квазичастиц при отражении от спин-активной границы приобретают

спин-зависимые фазы рассеяния (см. также [17—19]). Естественно ожидать,

что спин-орбитальное взаимодействие должно привести к подавлению рас

паривающего эффекта обменного или зеемановского поля и к увеличению

критической температуры сверхпроводящего перехода. Такое ожидание осно

вано на результатах ряда теоретических работ, изучающих данный эффект в

сверхпроводниках со спин-орбитальным взаимодействием (см., например, ра

боты [160—162]). Работа [A4] соискателя посвящена исследованию обратного

эффекта близости в гибридных структурах сверхпроводник - ферромагнетик

со спин-орбитальным взаимодействием Рашбы. В данной работе показано, что

спин-орбитальное взаимодействие приводит к частичной компенсации распа

ривающего эффекта обменного поля, а также стабилизирует неоднородное

сверхпроводящее состояние с отличным от нуля импульсом куперовской пары.

Построенное микроскопическое описание обратного эффекта представляет обос

новывает появление инварианта Лифшица для феноменологического описания

таких структур а также указывает на пределы применимости такого описания.

Целью данной работы является исследование состояний квазичастиц и

электронного транспорта в сверхпроводящих гибридных структурах со спин

орбитальным взаимодействием.

Для достижения поставленной цели были решены следующие задачи:

– расчет спектра энергии квазичастиц в полупроводниковом нанопроводе,

полностью покрытом сверхпроводящей оболочкой, во внешнем магнит

ном поле, направленном вдоль оси нанопровода;
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– установление критерия появления краевых майорановских мод в пол

ностью покрытых полупроводниковых нанопроводах с сильным спин

орбитальным взаимодействием Рашбы с радиальным вектором нормали

во внешнем магнитном поле, направленном вдоль оси нанопровода;

– расчет аномальной фазы и критического тока джозефсоновских кон

тактов, содержащих одномодовый искривленный полупроводниковый

нанопровод в области слабой связи, в зависимости от величины спин

расщепляющего поля в нанопроводе;

– исследование взаимного влияния обменного поля и спин-орбитального

взаимодействия на критическую температуру сверхпроводящего пере

хода и пространственный профиль параметра порядка в гибридных

структурах сверхпроводник - ферромагнетик со спин-орбитальным вза

имодействием Рашбы.

Научная новизна работы

Научная новизна работы определяется оригинальностью поставленных за

дач, полученными новыми результатами и заключается в следующем.

– Продемонстрирована возможность возвратного поведения щели в спек

тре возбуждений полупроводникового нанопровода, полностью покры

того сверхпроводящей оболочкой, в зависимости от величины внешнего

магнитного поля, направленного вдоль оси нанопровода. Установлен

критерий появления краевых майорановских мод в таких структурах

в присутствии текстурированного спин-орбитального взаимодействия

Рашбы с радиальным вектором нормали, и определен их пространствен

ный масштаб.

– Анализ характеристик сверхпроводящего транспорта в джозефсонов

ских контактах с искривленным полупроводниковым нанопроводом

в области слабой связи проведен в широком диапазоне спинового

расщепления в нанопроводе, покрывающем как топологически три

виальную, так и нетривиальную области фазовой диаграммы. При

заданном значении угла разориентации частей нанопровода продемон

стрирована возможность перестройки сверхпроводящей разности фаз

в берегах контакта в основном состоянии спин-расщепляющим полем.

Для одномодового искривленного нанопровода предсказан невзаимный
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сверхпроводящий транспорт, а именно зависимость критического сверх

тока от направления пропускаемого тока.

– В рамках микроскопической теории проведен расчет критической

температуры и профиля сверхпроводящего параметра в гибридных

структурах сверхпроводник - ферромагнетик со спин-орбитальным

взаимодействием Рашбы. Показано, что спин-орбитальное взаимодей

ствие частично компенсирует распаривающий эффект обменного поля

и стабилизирует неоднородное сверхпроводящее состояние с конечным

импульсом куперовских пар в системе центра масс. Исследовано пове

дение импульса куперовских пар в зависимости от обменного поля и

энергии спин-орбитального взаимодействия. В отличие от известных в

литературе результатов, анализ обратного эффекта близости выполнен

для гибридных структур с конечной толщиной слоев в чистом пределе.

Теоретическая и практическая значимость работы

С практической точки зрения, интерес представляет реализация майо

рановских состояний в сверхпроводящих гибридных структурах с сильным

зеемановским (или обменным) полем и спин-орбитальным взаимодействием, а

также транспортные свойства таких структур. Подчеркнем ключевые аспекты

возможных приложений результатов диссертации.

– Результаты расчета спектров энергии квазичастиц в полупроводнико

вых нанопроводах, полностью покрытых сверхпроводящей оболочкой,

применимы для анализа транспортных характеристик таких струк

тур. Сравнение теоретических предсказаний поведения щели в спектре

возбуждений гибридного нанопровода при изменении внешнего магнит

ного поля с результатами экспериментов по измерению туннельного

транспорта позволяет косвенно судить о пиннинге уровня Ферми в

полупроводниковой сердцевине и пространственном распределении вол

новой функции квазичастиц в таких устройствах.

– Критерий топологических переходов в полностью покрытых полупро

водниковых нанопроводах может быть использован для оптимизации

параметров гибридных структур, в которых возможно появление крае

вых майорановких мод.
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– Расчет сверхпроводящего транспорта в джозефсоновских контактах

с искривленным полупроводниковым нанопроводом в области слабой

связи демонстрирует возможность перестройки разности фаз сверхпро

водящего параметра порядка в берегах контакта в основном состоянии

спин-расщепляющим полем, а также возможность реализации невзаим

ного сверхпроводящего транспорта в таких системах.

– Расчет импульса куперовских пар в системе сверхпроводник-ферромаг

нетик со спин-орбитальным взаимодействием Рашбы, выполненный в

рамках микроскопической теории, позволяет обосновать стандартный

феноменологический подход для описания таких систем в рамках тео

рии Гинзбурга-Ландау с инвариантом Лифшица, а также установить

диапазон параметров гибридных структур, для которых такого рода

упрощенное описание справедливо.

Методология и методы исследования

Для решения поставленных задач были применены стандартные теорети

ческие подходы, позволяющие адекватно описывать свойства сверхпроводящих

гибридных структур:

– подход Боголюбова - де Жена для исследования состояний квазичастиц

в сверхпроводящих гибридных структурах;

– численные методы нахождения собственных значений и собственных

функций конечно-разностной аппроксимации гамильтониана системы;

– микроскопический подход, основанный на уравнениях Горькова, для

исследования обратного эффекта близости в гибридных структурах

сверхпроводник - ферромагнетик со спин-орбитальным взаимодействи

ем Рашбы.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. В полупроводниковых нанопроводах, полностью покрытых сверхпрово

дящей оболочкой, конкуренция нормального и андреевского отражения

может приводить к появлению майорановских состояний, а также мод

квазичастиц волноводного типа. Возникновение майорановских мод

возможно при нечетных значениях завихренности сверхпроводящего
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параметра порядка в оболочке в случае, когда спектр состояний с ну

левым продольным импульсом и минимальной по модулю проекцией

углового момента на ось нанопровода становится инвертированным.

2. Джозефсоновские переходы с искривленным полупроводниковым на

нопроводом в области слабой связи могут иметь отличную от 0 или

𝜋 спонтанную разность фаз сверхпроводящего параметра порядка в

берегах контакта в основном состоянии, а также демонстрировать

невзаимный сверхпроводящий транспорт. Величина спонтанной разно

сти фаз и анизотропия критического тока определяются геометрией

системы и величиной спин-расщепляющего поля в нанопроводе.

3. В гибридных структурах сверхпроводник - ферромагнетик со спин

орбитальным взаимодействием Рашбы связь ипульса квазичастиц со

спином приводит к ослаблению распаривающего эффекта обменного

поля и стабилизирует неоднородные сверхпроводящие состояния с ко

нечным импульсом куперовских пар.

Степень достоверности и апробация результатов

Достоверность результатов работы обеспечена выбором адекватных физи

ческих моделей, отражающих основные свойства исследуемых систем.

Основные результаты работы обсуждались на семинарах в ИФМ РАН.

Материалы диссертационной работы были представлены на международных

симпозиумах "Нанофизика и наноэлектроника"(Нижний Новгород, 2020, 2021);

XXIII и XXIV "Уральской международной зимней школе по физике полупро

водников"(Екатеринбург, 2020, 2022); XXXIX Mеждународной зимней школе

физиков-теоретиков "Коуровка"(Екатеринбург, 2022); II Международной кон

ференции ФКС-2021, посвященной 90-летию со дня рождения академика Ю.

А. Осипьяна (Черноголовка, 2021); XVIII и XIX Всероссийской конференции

"Проблемы физики твердого тела и высоких давлений"(Сочи, 2019, 2020).

Результаты диссертации опубликованы в 13 работах, из них 5 статей в рецен

зируемых журналах [A1—A5] и 8 работ в сборниках тезисов докладов и трудов

конференций [A6—A13].

Личный вклад автора
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Автор принимал активное участие в постановке и решении теоретических

задач, в обсуждении полученных результатов и их интерпретации.

В работах [A1; A2] вклад автора является определяющим в части вы

вода граничных условий для волновой функции квазичастиц в полностью

покрытых полупроводниковых нанопроводах на интерфейсе полупроводник/

сверхпроводник и численного моделирования спектров энергии квазичастиц в

таких системах. Равнозначным (с А. С. Мельниковым) является вклад соиска

теля в решение вопроса об установлении критерия топологических переходов

в таких структурах [A1].

Вклад автора в работе [A3] является определяющим в части численного

моделирования сверхпроводящего транспорта в джозефсоновских контактах,

содержащих искривленный полупроводниковый нанопровод в области слабой

связи, и равнозначным с соавторами (А. Г. Кутлиным и А. С. Мельниковым)

в части аналитических расчетов характеристик джозефсоновского транспорта

в таких структурах.

В работе [A4] вклад автора является определяющим в части вывода и

решения уравнения на критическую температуру сверхпроводящего перехода

гибридных структур сверхпроводник-ферромагнетик со спин-орбитальным вза

имодействием Рашбы.

Объем и структура работы

Диссертация состоит из введения, 3 глав, заключения и 3 приложений.

Полный объём диссертации составляет 113 страниц, включая 22 рисунка. Спи

сок литературы содержит 204 наименования.

Во введении описывается состояние исследований по теме диссертации

на момент её написания, обосновывается актуальность выбранной темы, рас

крывается новизна и значимость работы, приводятся выносимые на защиту

положения и план диссертации. В первой главе изучаются состояния ква

зичастиц в гибридной структуре полупроводниковый нанопровод, полностью

покрытый сверхпроводящей оболочкой, во внешнем магнитном поле, направ

ленном вдоль оси нанопровода. В рамках формализма уравнений Боголюбова –

де Жена решается задача об электронной структуре 𝑛-квантового вихря, захва

ченного сверхпроводящей оболочкой, а также проводится анализ затухающих и

распространяющихся мод в присутствии текстурированного спин-орбитального
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взаимодействия Рашбы с радиальным вектором нормали. Во второй главе с по

мощью уравнений Боголюбова – де Жена изучаются основные характеристики

джозефсоновского транспорта через искривленный полупроводниковый нано

провод с сильным спин-орбитальным взаимодействием в области слабой связи.

В третьей главе исследуются условия зарождения сверхпроводимости в гибрид

ных структурах, состоящих из тонкой сверхпроводящей пленки в контакте с

материалом с сильным обменным или зеемановским полем и спин-орбиталь

ным взаимодействием Рашбы. В рамках теории Горькова решается задача о

критической температуре сверхпроводящей пленки и пространственной струк

туре сверхпроводящего параметра порядка вблизи критической температуры.

В заключении сформулированы основные результаты диссертации.
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Глава 1. Топологические переходы в полупроводниковых

нанопроводах, полностью покрытых сверхпроводящей оболочкой

В данной главе рассматривается вопрос о влиянии конкуренции нормаль

ного и андреевского отражения на возможность появления топологических

переходов в полупроводниковых нанопроводах, полностью покрытых сверхпро

водящей оболочкой (см. Рис. 1.1), во внешнем магнитном поле, направленном

вдоль оси нанопровода. Также проанализированы возникающие состояния ква

зичастиц. Качественное объяснение данного эффекта может быть дано на

основе квазиклассической теории. Взаимодействие процессов нормального и

андреевского отражения может быть описано в квазиклассическом прибли

жении при 𝑘𝑐𝐹 𝜉 ≫ 1 в рамках подхода [163—165], развитого для вихря в

мезоскопическом сверхпроводящем диске. Здесь ℏ𝑘𝑐𝐹 - импульс Ферми в полу

проводниковом коре, и 𝜉 - сверхпроводящая длина когерентности. Пренебрегая

для простоты эффектом спин-орбитального взаимодействия, мы получаем сле

дующее выражение, описывающее низкоэнергетический спектр квазичастиц в

одноквантовом вихре (детали вывода даны в Приложении А.1):

𝐸↑,↓(𝜇, 𝑘𝑧) = 𝜇(𝜔0 + 𝜔𝐻/2)± 𝑉𝑍 + 𝛿 cos [𝜃(𝜇, 𝑘𝑧)] , (1.1)

где второе 𝜔𝐻 = ℏ𝑒𝐻/𝑚*𝑐 и третье 𝑉𝑍 = 𝑔𝛽𝐻/2 слагаемое появляются из-за

орбитального эффекта и эффекта Зеемана, соответственно, а осциллирующий

вклад с амплитудой 𝛿 = 2|∆|ℛ(𝑘𝑧) и фазой 𝜃 = 2𝑘𝑐⊥𝑅𝑐 − 𝜋𝜇 − 𝜋/2 появ

ляется из-за процессов нормального отражения. Здесь 𝜇 - полуцелое число,

Моды Кароли

де Жена Матрикона

Моды волноводного типа(a) (b)

Рисунок 1.1 — Электронные (сплошные линии) и дырочные (штрихованные ли

нии) траектории в полупроводниковой сердцевине для случаев доминирующего

андреевского (a) и нормального (b) отражения от сверхпроводящей оболочки

нанопровода.
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𝜔0 = |∆|/𝑘𝑐⊥𝑅𝑐, |∆| - модуль сверхпроводящего параметра порядка в оболоч

ке, 𝑘𝑐⊥ =
√︀

(𝑘𝑐𝐹 )
2 − 𝑘2𝑧 , ℏ𝑘𝑐𝐹 - импульс Ферми в полупроводниковом коре, ℏ𝑘𝑧

- продольный импульс квазичастиц (вдоль оси нанопровода), 𝑅𝑐 - радиус по

лупроводниковой сердцевины, ℏ - постоянная Планка, 𝑒 > 0 - элементарный

заряд, 𝑐 - скорость света, 𝑔 - эффективный фактор Ландэ для электронов в

коре, 𝛽 - магнетон Бора, ℛ2(𝑘𝑧) ≪ 1 - вероятность нормального отражения

от границы полупроводник/сверхпроводник (ПП/СП), и ↑ (↓) соответствует
состоянию с положительной (отрицательной) проекцией спина на направление

внешнего магнитного поля. Таким образом, изменяя баланс между андреевским

и нормальным отражением ℛ, можно сильно повлиять на энергию состояний

в подщелевом спектре квазичастичных возбуждений гибридной структуры и

полностью закрыть минищель при 𝛿 ∼ 𝜔0. Количество пересечений спектраль

ных ветвей и уровня Ферми (число решений уравнения 𝐸(𝜇,𝑘𝑧) = 0) зависит от

отношения 𝛿/𝜔0 = 2ℛ𝑘𝑐⊥𝑅𝑐 и числа транспортных каналов в полупроводнико

вой сердцевине ∝ 𝑘𝑐𝐹𝑅𝑐
1. Дополнительная перестройка мод с нулевой энергией

обеспечивается за счет орбитального эффекта магнитного поля или эффек

та Зеемана. Каждое такое пересечение дает электрон-дырочное состояние на

уровне Ферми, распространяющееся вдоль андреевского волновода с группо

вой скоростью 𝑣𝑔 порядка скорости Ферми 𝑣
𝑐
𝐹 в полупроводниковом коре. Таким

образом, полностью покрытые полупроводниковые нанопровода представляют

собой уникальную экспериментальную платформу для изучения кроссовера от

состояний типа Кароли - де Жена - Матрикона с исчезающей групповой скоро

стью 𝑣𝑔 ≪ 𝑣𝑐𝐹 и андреевских мод волноводного типа (см. Рис. 1.1).

Текстурированное спин-орбитальное взаимодействие [75]

�̂�𝑠𝑜 = 𝛼e𝑟

[︁
�̂�,(p+

𝑒

𝑐
𝐴𝜙e𝜙)

]︁
,

приводит к гибридизации квазичастичных состояний с проекциями углового

момента на ось нанопровода 𝜇 и 𝜇+ 1. Здесь 𝛼 - константа спин-орбитального

взаимодействия, �̂� - вектор матриц Паули в спиновом пространстве, p = −𝑖ℏ∇,
A - векторный потенциал, e𝑟 и e𝜙 - орты в цилиндрической системе коорди

нат. Будучи наиболее эффективной вблизи пересечений спектральных ветвей,

данная гибридизация должна быть особенно важна для пересечений на уровне
1Следует отметить, что число спектральных ветвей также зависит от завихренности сверхпро

водящего параметра порядка в оболочке.
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Ферми, приводящих к открытию минищелей в спектре для взаимодействущих

спиновых состояний.

Главная цель данной работы - показать, что вышеупомянутые моды волно

водного типа обеспечивают инверсию энергетических ветвей, необходимую для

образования топологически нетривиальных мод квазичастиц в андреевском вол

новоде. Каждая волноводная мода из этой серии должна давать майорановские

моды квазичастиц, локализованные вблизи краев нанопровода. Решение дан

ной задачи, в свою очередь, может позволить предложить способ оптимизации

топологической защиты для майорановских состояний в многоканальных полу

проводниковых нанопроводах даже для достаточно малых значений константы

спин-орбитального взаимодействия в таких структурах [166].

1.1 Модель

Анализ спектральных свойств полупроводниковых нанопроводов, полно

стью покрытых сверхпроводящей оболочкой, основан на уравнениях Боголюбо

ва - де Жена (БдЖ) для гибридной структуры:

ℋ̌Ψ(r) = 𝐸Ψ(r) , (1.2а)

ℋ̌ = 𝜏𝑧

[︂
𝑃

1

2𝑚(r)
𝑃 + 𝑈(r)

]︂
+ 𝜏𝑥R𝑒∆(r)− 𝜏𝑦I𝑚∆(r) , (1.2б)

где 𝑃 = (p+ 𝜏𝑧𝑒A/𝑐), 𝑚(r) - пространственный профиль эффективной массы,

𝑈(r) потенциал конфайнмента, 𝜏𝑖 (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) - матрицы Паули в простран

стве электрон-дырка. Сверхпроводящий параметр порядка ∆(r) отличен от

нуля только в оболочке. Для простоты мы рассматриваем нанопровод с круг

лым поперечным сечением [167] и используем цилиндрические координаты

r = (𝑟, 𝜙, 𝑧). Пренебрегая пространственной неоднородностью параметра поряд

ка в оболочке, мы используем упрощенную модель, описывающую зависимость

сверхпроводящей щели от внешнего магнитного потока и учитывающую пере

ключения между состояниями с различной завихренностью 𝑛2

∆ = ∆0

[︁
1− 𝛾 (Φ/Φ0 − 𝑛)2

]︁
𝑒−𝑖𝑛𝜙 , (1.3)

2Строго говоря, пространственный профиль функции щели Δ(r) должен быть получен из реше

ния уравнения самосогласования в сверхпроводящей оболочке (см., например, работы [168—170]).
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где ∆0 - щель в спектре возбуждений оболочки в нулевом магнитном поле,

Φ = 𝜋𝐻𝑅2
𝑐 , Φ0 = 𝜋ℏ𝑐/𝑒 - магнитный поток через нанопровод и квант магнит

ного потока, соответственно, 𝑛(Φ) = ⌊1/2 + Φ/Φ0⌋, ⌊𝑥⌋ обзначает целую часть

𝑥, и 𝛾 ∼ 𝜉2/𝑅2
𝑐 для 𝑑𝑠 ≪ 𝑅𝑐. Влияние изгиба дна зоны проводимости в полу

проводниковом коре учитывается с помощью модельных профилей потенциала

конфайнмента в коре, включающих в себя (i) плоский профиль потенциала

𝑈(𝑟) = 𝑈0 и (ii) параболический профиль3

𝑈(𝑟) = 𝑈0 −
(︀
𝑈0 + 𝐸𝑠

𝐹𝑚
*/𝑚𝑠𝜂

2
)︀
(𝑟/𝑅𝑐)

2 , (1.4)

описывающий наличие обедненного слоя вблизи центра кора (когда уровень

Ферми располагается ниже дна зоны проводимости). Здесь 𝐸𝑠
𝐹 - энергия Фер

ми в металлической оболочке, 𝑚* (𝑚𝑠) - эффективная масса для электронов в

полупроводниковом коре (сверхпроводящей оболочке), и 𝜂 - отношение скоро

стей Ферми в металле и полупроводнике при 𝑟 = 𝑅𝑐. Аксиальная симметрия

задачи при выборе радиальной калибровки векторного потенциала 𝐴𝜙 = 𝐻𝑟/2,

𝐴𝑟 = 𝐴𝑧 = 0 позволяет искать решения (1.2) в виде

Ψ(r) = 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧+𝑖𝜇𝜙−𝑖𝜏𝑧𝑛𝜙/2Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) , (1.5)

с целым (полуцелым) 𝜇 для четных (нечетных) значений завихренности

сверхпроводящего параметра порядка 𝑛. Подстановка выражения (1.5) в урав

нения (1.2) внутри полупроводникового кора приводит к следующей задаче на

собственные значения:

ℒ̌Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) = 𝐸Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) , (1.6а)

ℒ̌ = 𝜏𝑧
ℏ2

2𝑚*

{︂
−1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑

𝑑𝑟

)︂
+

[︂
𝜇

𝑟
+ 𝜏𝑧

𝑚*

ℏ
𝑣(𝑟)

]︂2
+ 𝑘2𝑧

}︂
+𝜏𝑧𝑈(𝑟) . (1.6б)

Здесь 𝑣(𝑟) = (ℏ/2𝑚*𝑟)(𝜋𝐻𝑟2/Φ0 − 𝑛).

Расчет спектра возбуждений в полностью покрытых нанопроводах вы

полнялся с помощью точных решений уравнений (1.6) и соответствующих

граничных условий для волновой функции квазичастиц на интерфейсе ПП/СП,

которые учитывают различные механизмы нормального отражения. Приведем
3Более строгий подход для учета потенциала конфайнмента 𝑈(𝑟) должен быть основан на само

согласованном расчете профиля электростатического потенциала и распределения плотности заряда

в полупроводниковом коре [171—174].
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решения уравнений БдЖ в полупроводнковом коре (1.6) в отсутствие спин

орбитального взаимодействия. Считая

Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) =

[︃
𝑓+(𝑟)

𝑓−(𝑟)

]︃
, (1.7)

и рассматривая, например, уравнение для электронной компоненты волновой

функции, мы имеем[︂
− 𝑑

𝑑𝜑

(︂
𝜑
𝑑

𝑑𝜑

)︂
+

1

4𝜑
(𝜇𝑒 + 𝜑)2

]︂
𝑓+(𝜑) =

(︁
𝐸 − 𝐸𝑐

|| − 𝑈(𝑟)
)︁

ℏ𝜔𝑐
𝑓+(𝜑) , (1.8)

где 𝜑(𝑟) = 𝜋𝐻𝑟2/2Φ0, 𝜇𝑒 = 𝜇 − 𝑛/2, 𝜔𝑐 = 𝑒𝐻/𝑚*𝑐, и 𝐸𝑐
|| = 𝑝2𝑧/2𝑚

*. Регуляр

ные решения данного уравнения при 𝑟 = 0 для рассматриваемых профилей

потенциала могут быть выражены через вырожденные гипергеометрические

функции первого рода 1𝐹1(𝑎,𝑏,𝑧) [175]. Таким образом, решения уравнений БдЖ

в полупроводниковом коре в случае плоского профиля дна зоны проводимости

𝑈(𝑟) = 𝑈0 могут быть представлены в виде

𝑓+(𝑟) = 𝐶+𝑒−𝜑/2𝜑|𝜇𝑒|/2
1𝐹1

(︀
𝑎+𝜇𝑒
,𝑏𝜇𝑒

,𝜑
)︀
, (1.9а)

𝑓−(𝑟) = 𝐶−𝑒−𝜑/2𝜑|𝜇ℎ|/2
1𝐹1

(︀
𝑎−𝜇ℎ

,𝑏𝜇ℎ
,𝜑
)︀
, (1.9б)

𝑎𝛾𝜇 =
|𝜇|+ 𝛾𝜇+ 1

2
−

(︁
−𝐸𝑐

|| − 𝑈0 + 𝛾𝐸
)︁

ℏ𝜔𝑐
, (1.9в)

𝑏𝜇 = |𝜇|+ 1 , (1.9г)

где 𝜇ℎ = 𝜇 + 𝑛/2, и 𝛾 = ±. В случае параболического профиля потенциа

ла 𝑈(𝑟) = 𝑎 − 𝑏𝑟2, приведенные выше решения модифицируются следующим

образом

𝑓+(𝑟) = 𝐶+𝑒−κ𝜑/2𝜑|𝜇𝑒|/2
1𝐹1

[︀
𝑎+𝜇𝑒

(κ),𝑏𝜇𝑒
,κ𝜑
]︀
, (1.10а)

𝑓−(𝑟) = 𝐶−𝑒−κ𝜑/2𝜑|𝜇ℎ|/2
1𝐹1

[︀
𝑎−𝜇ℎ

(κ),𝑏𝜇ℎ
,κ𝜑
]︀
, (1.10б)

𝑎𝛾𝜇(κ) =
1

κ

[︂
κ (|𝜇|+ 1) + 𝛾𝜇

2
+
𝐸𝑐

|| + 𝑎− 𝛾𝐸

ℏ𝜔𝑐

]︂
, (1.10в)

κ =
√︀

1− 8𝑏/𝑚*𝜔2
𝑐 . (1.10г)

Решения (1.10) справедливы для действительных κ. В случае κ =

𝑖
√︀
8𝑏/𝑚*𝜔2

𝑐 − 1 мы получаем

𝑓+(𝑟) = 𝐶+𝜑|𝜇𝑒|/2R𝑒
{︁
𝑒−𝑖κ̃𝜑/2

1𝐹1

[︀
𝑎+𝜇𝑒

(𝑖κ̃),𝑏𝜇𝑒
,𝑖κ̃𝜑)

]︀}︁
, (1.11а)

𝑓−(𝑟) = 𝐶−𝜑|𝜇ℎ|/2R𝑒
{︁
𝑒−𝑖κ̃𝜑/2

1𝐹1

[︀
𝑎−𝜇ℎ

(𝑖κ̃),𝑏𝜇ℎ
,𝑖κ̃𝜑

]︀}︁
. (1.11б)
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Для вывода граничных условий для волновой функции квазичастиц на ин

терфейсе ПП/СП со стороны кора необходимо решить уравнения БдЖ в

сверхпроводящей оболочке и воспользоваться правилами сшивки. Соответству

ющий расчет приводит к граничному условию вида (детали вывода граничных

условий представлены в Приложении А.2)

𝑑Ψ𝜇,𝑘𝑧

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝑐−0

=
1

𝜁

(︃
𝜁𝑀 ′ − Λ𝑀 ′′ 𝑀 ′′

−𝑀 ′′ 𝜁𝑀 ′ + Λ𝑀 ′′

)︃
Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑅𝑐 − 0) , (1.12а)

𝑀 = −𝑚
*

𝑚𝑠
𝑘𝑠⊥ ctg

(︂
𝑘𝑠⊥𝑑𝑠 − 𝑖𝜁

𝑚𝑠|∆|𝑑𝑠
ℏ2𝑘𝑠⊥

)︂
. (1.12б)

Здесь 𝜁 =
√
1− Λ2, Λ = �̃�/∆, �̃� = 𝐸−𝜇ℏ𝑉𝑠(𝑅𝑐), 𝑉𝑠(𝑅𝑐) = (ℏ/2𝑚𝑠𝑅𝑐)(Φ/Φ0−𝑛),

𝑀 ′ = R𝑒(𝑀) и 𝑀 ′′ = I𝑚(𝑀). Из (1.12б) также следует, что для достаточно

тонкой сверхпроводящей оболочки 𝑑𝑠 ≲ ℏ2𝑘𝑠⊥/𝑚𝑠|∆| присутствие дополнитель
ного нормального рассеяния квазичастиц от внешней границы сверхпроводящей

оболочки должно приводить к появлению мезоскопических осцилляций подще

левых уровней (при изменении толщины оболочки 𝑑𝑠). В пределе 𝑑𝑠 ≳ 𝜉 мы

имеем

𝑀 = −𝑖𝑘𝑠⊥𝑚*/𝑚𝑠 . (1.13)

В численных расчетах спектра энергии квазичастиц в данной главе мы выби

раем ∆0/𝐸
𝑠
𝐹 = 0.01 а также отношение эффективных масс, согласующееся со

свойствами InAs/Al нанопроволок [176] 𝑚*/𝑚𝑠 = 0.026.

1.2 Спектральные свойства квазичастиц

Типичные спектры энергии подщелевых квазичастиц сразу после входа

вихря показаны на Рис. 1.2. Данные результаты находятся в хорошем каче

ственном согласии с выражением (1.1) и показывают, что конкуренция между

нормальным и андреевским отражением для квазичастиц вблизи интерфейса

ПП/СП в многомодовых нанопроводах, действительно, приводит к появлению

многократных пересечений спектральными ветвями уровня Ферми. Типичные

зависимости подщелевых уровней с 𝑘𝑧 = 0 показаны на Рис. 1.3. Синии сплош

ные линии показывают профиль |∆(Φ)|, определяемый уравнением (1.3). Из
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(a) (b)

Рисунок 1.2 — Типичные спектры энергии подщелевых квазичастиц после вхо

да вихря (Φ = 0.5Φ0) для плоского профиля потенциала в полупроводниковом

коре, 𝑅𝑐 = 0.7𝜉 и 𝛾 = 0.1. Результаты на панелях (a) и (b) соответствуют па

раметрам 𝜂 = 0.75, 𝑑𝑠 = 𝑅𝑐 и 𝜂 = 0.72, 𝑑𝑠 = 0.8𝑅𝑐. Здес 𝜂 - отношение Ферми

скоростей в металле и в полупроводниковой сердцевине, 𝜉 = ℏ𝑣𝑠𝐹/∆0, параметр

𝛾 введен в (1.3). Красными кружками показаны пересечения подщелевых уров

ней и уровня Ферми.

Рис. 1.3 можно видеть, что максимумы на зависимостях 𝐸(Φ) смещены вле

во или вправо по отношению к значениям Φ = 𝑛Φ0, при которых достигается

максимум модуля сверхпроводящего параметра порядка в пределах заданно

го вихревого состояния. Появления вышеупомянутых наклонов спектральных

ветвей происходит за счет сдвига уровней энергии 𝜇𝜔𝐻/2, вызванного орбиталь

ным механизмом, а для расчета точной формы зависимостей 𝐸(Φ) необходим

корректный учет неквазиклассических эффектов. Очевидно, что эффект Зее

мана, который также приводит к линейному по 𝐻 сдвигу подщелевых уровней,

должен также вносить вклад в ассиметрию спектральных ветвей, а также

к появлению спин-зависимого расщепления уровней. Мы подчеркиваем, что

экспериментально наблюдаемая асимметрия подщелевой плотности состояний

от магнитного поля в пределах заданного вихревого состояния в нанопровол

ках [75] находятся в хорошем качественном согласии с нашими численными

расчетами спектров квазичастиц, что подтверждает справедливость рассматри

ваемой в данной работе модели.

Влияние изгиба зон на формирование пересечений подщелевыми уров

нями уровня Ферми и распространяющихся мод в андреевских волноводах

проиллюстрировано на Рис. 1.4. Данные графики показывают возвратные зави

симости щели в спектре возбуждений гибридного нанопровода от приложенного
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(a) n = 0 (b) n = 1 (c) n = 2

Рисунок 1.3 — Типичные зависимости энергии подщелевых состояний квази

частиц с 𝑘𝑧 = 0 от приложенного магнитного потока для плоского профиля

потенциала и различных значений завихренности 𝑛 = 0 (a), 𝑛 = 1 (b), 𝑛 = 2

(c). Результаты получены для 𝜂 = 0.8, 𝑅𝑐 = 𝜉, 𝛾 = 0.9 и 𝑑𝑠 ≳ 𝜉. Синяя сплош

ная линия показывает соответствующий профиль щели |∆(Φ)|, определенный
уравнением (1.3).

магнитного потока, а также скачкообразное уменьшение щели при входе вихрей.

Сравнивая панели (a) и (b) на Рис. 1.4, мы видим, что возвратное поведение

щели является более выраженным в случае потенциала конфайнмента 𝑈(𝑟),

моделирующего наличие обедненной области для квазичастиц вблизи центра

полупроводникового кора. Для того, чтобы получить пересечения спектраль

ных ветвей и уровня Ферми, необходимые для существования топологических

переходов в системе, необходимо избегать области параметров, для которых

щель переоткрывается. Возвратное поведение щели от продольного магнитно

го поля должно приводить к нетривиальным особенностям эффекта четности

в зарядовом транспорте через нанопроволку в условиях кулоновской блокады.

Полученное в данной работе возвратное поведение щели в спектре, показанное

на Рис. 1.4(b), может приводить к внезапным переключениям периодичности

тока при изменении напряжении на затворе с 2𝑒 на 𝑒 при входе вихря с последу

ющим плавным восстановленем к 2𝑒 при дальнейшем увеличении магнитного

потока при заданном вихревом состоянии [177; 178]. Рассматривая для при

мера одноквантовый вихрь и выбирая типичное значение щели 𝐸𝑔 = 0.25∆0

[см. Рис. 1.4(b)] в случае сверхпроводящей оболочки из Al с ∆0 ≈ 200 𝜇eV,
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Рисунок 1.4 — Зависимости щели в спектре возбуждений гибридного нанопрово

да 𝐸𝑔 от приложенного магнитного потока для 𝑅𝑐 = 0.8𝜉, 𝛾 = 0.1 и различных

𝑑𝑠. На панели (a) представлены результаты для плоского профиля потенциала

с 𝜂 = 0.6. Результаты на панели (b) получены для профиля потенциала (1.4) с

𝑈0 = ∆0 и 𝜂 = 0.5.

можно оценить соответствующий диапазон температур, при которых могут

наблюдаться вышеупомянутые особенности в эффекте четности 𝑇 ≲ 𝑇 * =

𝐸𝑔/ ln(𝑁eff) ≲ 0.6 K [179; 180]. Следует также отметить, что представленное

в данной работе численное моделирование зависимостей 𝐸𝑔(Φ) выполнено без

учета спин-орбитального взаимодействия, и, таким образом, полученные резуль

таты не учитывают возможное наличие в системе майорановских состояний.

Суммируя результаты данного раздела, мы ясно видим образование много

кратных пересечений спектральных ветвей подщелевых квазичастиц и уровня

Ферми, а также образование соответствующих мод волноводного типа. Данное

наблюдение дает отправную точку для дальнейшего анализа эффектов спин

орбитального взаимодействия, необходимого для полного описания механизма

топологического перехода.
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1.3 Критерий появления краевых майорановских мод

Приступим к рассмотрению спин-зависимых эффектов. Как было по

казано в [75], в присутствие спин-орбитального взаимодействия Рашбы с

радиальным вектором нормали �̂�𝑠𝑜 = 𝛼e𝑟[�̂�,(p + (𝑒/𝑐)𝐴𝜙e𝜙)] решения урав

нений БдЖ можно искать в следующем виде:

Ψ(r) = 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧𝑒𝑖[𝜇+(1−�̂�𝑧)/2−𝜏𝑧𝑛/2]𝜙Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) . (1.14)

Подставляя (1.14) в (1.2) при учете спин-орбитального взаимодействия и зее

мановского поля в полупроводниковом коре, мы получаем следующую задачу

на собственные значения:

ℒ̌Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) = 𝐸Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) , (1.15)

ℒ̌ =

(︂
− ℏ2

2𝑚*
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
𝑟
𝑑

𝑑𝑟
− 𝐸𝑐

⊥

)︂
𝜏𝑧 + 𝑉𝑍 �̂�𝑧

+
ℏ2

2𝑚*𝑟2

(︂
𝜇+ Π̂−

𝑧 − 𝑛

2
𝜏𝑧 +

𝜋𝐻𝑟2

2Φ0
𝜏𝑧

)︂2

𝜏𝑧

−𝛼ℏ
𝑟
�̂�𝑧𝜏𝑧

(︂
𝜇+ Π̂−

𝑧 − 𝑛

2
𝜏𝑧 +

𝜋𝐻𝑟2

2Φ0
𝜏𝑧

)︂
+ 𝛼𝑝𝑧𝜏𝑧�̂�𝑦 ,

где Π̂−
𝑧 = (1 − �̂�𝑧)/2. Для построения эффективной теории, описывающей низ

коэнергетические возбуждения в нанопроводе, мы разложим радиальную часть

волновой функции по невозмущенным состояниям (при 𝑉𝑍 = 0 и 𝛼 = 0)

Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) = 𝐶↑
𝜇,𝑘𝑧

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢𝜇,𝑘𝑧(𝑟)

𝑣𝜇,𝑘𝑧(𝑟)

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+ 𝐶↓
𝜇,𝑘𝑧

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

𝑢𝜇+1,𝑘𝑧(𝑟)

𝑣𝜇+1,𝑘𝑧(𝑟)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (1.16)

Здесь 𝐶↑
𝜇,𝑘𝑧

и 𝐶↓
𝜇,𝑘𝑧

- постоянные, определяющие вектор состояния, 𝑢𝜇,𝑘𝑧(𝑟) и

𝑣𝜇,𝑘𝑧(𝑟) - электронные и дырочные компоненты невозмущенной волновой функ

ции соответственно. Наконец, подставляя (1.16) в (1.15) и пренебрегая для

простоты диагональными поправками к невозмущенным энергетическим уров

ням за счет спин-орбитального взаимодействия, мы получаем эффективную

модель [︁
ℰ+
𝜇,𝑘𝑧

+
(︁
ℰ−
𝜇,𝑘𝑧

+ 𝑉𝑍

)︁
�̂�𝑧 + �̃�𝑘𝑧�̂�𝑦

]︁
𝜓𝜇,𝑘𝑧 = 𝐸𝜇,𝑘𝑧𝜓𝜇,𝑘𝑧 , (1.17)
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где ℰ±
𝜇,𝑘𝑧

= [ℰ𝜇,𝑘𝑧 ± ℰ𝜇+1,𝑘𝑧 ]/2, ℰ𝜇,𝑘𝑧 - невозмущенный спектр энергии квазича

стиц, 𝜓𝜇,𝑘𝑧 = [𝐶↑
𝜇,𝑘𝑧

,𝐶↓
𝜇,𝑘𝑧

]T, �̃� = 𝛼ℏ𝑀𝜇,𝑘𝑧 , интеграл перекрытия определяется

выражением

𝑀𝜇,𝑘𝑧 =

∫︁ 𝑅𝑐+𝑑𝑠

0

𝑑𝑟 𝑟[𝑢𝜇+1,𝑘𝑧(𝑟)𝑢𝜇,𝑘𝑧(𝑟)− 𝑣𝜇+1,𝑘𝑧(𝑟)𝑣𝜇,𝑘𝑧(𝑟)] .

Используя оценку 𝑀𝜇,𝑘𝑧 ∼ 1/𝑘𝑐⊥𝑅𝑐, справедливую в пределе 𝑘𝑐𝐹 𝜉 ∼ 1, мы полу

чаем уравнение, описывающее расщепленные уровни за счет спин-орбитального

взаимодействия

𝐸±
𝜇,𝑘𝑧

= ℰ+
𝜇,𝑘𝑧

±
√︂(︁

ℰ−
𝜇,𝑘𝑧

+ 𝑉𝑍

)︁2
+ (𝛼𝑘𝑧/𝑘𝑐⊥𝑅𝑐)

2 . (1.18)

Можно видеть, что эффективная модель (1.17) при 𝜇 = −1/2 вблизи точек

пересечения уровня Ферми 𝑘𝑖

ℰ−
−1/2(𝑘𝑧) ≈ 𝑣𝑖𝑔(𝑘𝑧 − 𝑘𝑖) , (1.19)

по своей форме совпадает с моделью одномерного бесспинового 𝑝-волнового

сверхпроводника [55; 56; 181]. Здесь 𝑣𝑖𝑔 - групповая скорость, соответствующая

𝑖-й волноводной моде.

Для того, чтобы определить топологический инвариант для модель

ного гамильтониана, описывающего низкоэнергетические состояния квазича

стиц (1.17) при 𝜇 = −1/2, мы следуем подходу, использованному в работе [182],

и рассматриваем гамильтониан общего вида 𝐻(𝑘𝑧) = d(𝑘𝑧)𝜎. В рассматрива

емом случае вектор d лежит в плоскости 𝑧𝑦. Для выяснения топологических

свойств этой системы мы вычисляем число обходов𝑊 вектора d/|d| по единич
ной окружности при изменении 𝑘𝑧 от −𝑘𝑐𝐹 до +𝑘𝑐𝐹

𝑊 =
1

2𝜋

∫︁ 𝑘𝑐𝐹

−𝑘𝑐𝐹

𝑑𝜃(𝑘𝑧) , 𝜃(𝑘𝑧) = arctan [𝑑𝑦(𝑘𝑧)/𝑑𝑧(𝑘𝑧)] . (1.20)

Дальнейшая топологическая классификация квазичастичных состояний зави

сит от рассматриваемого интервала энергий. В пределе низких энергий (|𝐸| ≪
𝛿) мы находим множество точек ±𝑘𝑖, в которых спектральная ветвь ℰ−

−1/2(𝑘𝑧)

пересекает уровень Ферми. Эти точки можно рассматривать как несколько

одномерных Ферми поверхностей. Пренебрегая связью между этими одно

мерными Ферми поверхностями, мы получаем, что топологический индекс
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для каждой Ферми поверхности равен ±1. Таким образом, для нанопрово

да конечной длины мы получаем несколько пар майорановских состояний,

локализованных вблизи краев нанопровода, и число этих пар равно числу

пересечений спектральной ветви уровня Ферми (для выбранного направле

ния 𝑘𝑧 и без учета спин-орбитального взаимодействия). Вблизи каждой точки

пересечения спектр квазичастиц расщепляется за счет спин-орбитального вза

имодействия, и появляется пара майорановских состояний. Соответствующее

расщепление определяется выражением 𝛼ℏ𝑘𝑖/𝑅𝑐

√︀
(𝑘𝑐𝐹 )

2 − 𝑘2𝑖 ∼ 𝛼ℏ/𝑅𝑐. Взяв

𝛼ℏ ≈ 50meV Å [166] и 𝑅𝑐 ≈ 70 nm для типичного нанопровода [65—71], мы полу

чаем оценку на величину топологической щели 0.07 meV, которая оказывается

в три раза меньше, чем сверхпроводящая щель в Al. В случае полубесконечного

провода 𝑧 ∈ [0,+∞) можно получить явные выражения для волновой функции

локализованного состояния квазичастиц на нулевой энергии

Ψ(r) ∝ sin (𝛽𝑖𝑧) 𝑒
−𝛾𝑖𝑧

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢𝜇,𝑘𝑖(𝑟)𝑒

−𝑖𝜙

𝑣𝜇,𝑘𝑖(𝑟)

sgn(𝑣𝑖𝑔)𝑢𝜇+1,𝑘𝑖(𝑟)

sgn(𝑣𝑖𝑔)𝑣𝜇+1,𝑘𝑖(𝑟)𝑒
𝑖𝜙

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (1.21)

𝛽𝑖 =
𝑘𝑖

1 + (𝛼/𝑣𝑖𝑔)
2
, 𝛾𝑖 =

𝛼𝑘𝑖
|𝑣𝑖𝑔|[1 + (𝛼/𝑣𝑖𝑔)

2]
,

с характерной длиной затухания

𝜉𝑙𝑜𝑐 ∼ 𝑅𝑐

𝑣𝑖𝑔𝑘
𝑐
𝐹

𝛼𝑘𝑖
. (1.22)

В (1.21) мы выбрали 𝑘𝑖 > 0. Подставляя 𝑣𝑖𝑔 ∼ 𝑣𝑐𝐹 и 𝑘𝑖 ∼ 𝑘𝑐𝐹 в (1.22), мы получаем

𝜉𝑙𝑜𝑐 ≫ 𝑅𝑐 в случае слабого спин-орбитального взаимодействия 𝛼 ≪ 𝑣𝑐𝐹 .

В более широком диапазоне энергий (𝛿 ≲ |𝐸| ≲ |∆|) мы более не можем

считать одномерные Ферми поверхности изолированными. В данном случае то

пологический инвариант нужно вычислять для гамильтониана (1.17), учитывая

полную дисперсию квазичастичных состояний с 𝜇 = −1/2. Полученное в резуль

тате расчетов число обходов равняется единице или нулю в случае нечетного и

четного числа одномерных Ферми поверхностей, соответственно. Переключение

числа обходов дает нам топологический переход и единственную пару май

орановских состояний в топологически нетривиальной фазе. Таким образом,

топологический переход происходит, когда спектр квазичастиц для 𝑘𝑧 = 0 стано

вится инвертированным 𝛿ℰ = ℰ−1/2,0−ℰ1/2,0 > 0. Из выражения (1) следует, что
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(a) (b)

Рисунок 1.5 — Спектры энергии квазичастиц при учете спин-орбитального взаи

модействия Рашбы с радиальным вектором нормали для 𝛿 = 0.2|∆|, 𝑘𝑐𝐹 𝜉𝑠𝑜 = 0.4,

𝜉𝑠𝑜 = 𝛼/|∆|, 𝑉𝑍 = 0.01|∆|, 𝜔𝐻/|∆| = 0.05, 𝑘𝑐𝐹𝑅𝑐 = 5 (a), и 𝑘𝑐𝐹𝑅𝑐 = 6 (b).

данная инверсия, возникающего из слагаемого 𝛿ℰ ∝ 𝛿 cos (2𝑘𝑐𝐹𝑅𝑐) должна про

исходить периодически с изменением числа поперечных мод. Появившаяся пара

майорановских состояний должна быть устойчива по отношению к возмущени

ям, нарушающим угловую симметрию, при условии, что низкоэнергетические

состояния отделены от состояний в секторах 𝜇 ̸= −1/2.

Интересно сравнить наши результаты с результатами эффективной моде

ли (5) в работе [74]. Отметим, что модель полого цилиндра (5) в работе [74]

описывает состояния квазичастиц, которые локализованы в тонком аккумуля

ционном слое вблизи границы полупроводник/сверхпроводник. Выражения для

спектров квазичастиц (1.18) из данной работы и уравнение (11) в работе [74]

приводят к качественно различным свойствам как распространящихся, так и

локализованным состояний квазичастиц. В частности, мы получаем качествен

но разные зависимости глубины затухания майорановских состояний в случае

слабого спин-орбитального взаимодействия: длины локализации обратно про

порциональна константе спин-орибатльного взаимодействия в данной работе и

пропорциональна данной постоянной в работе [74].

Типичные спектры квазичастиц, определяемые выражениями (1.18)

и (1.1) показаны на Рис. 1.5. Для простоты, мы пренебегаем зависимостью

коэффициента отражения ℛ от продольного импульса. Помимо расщепле

ния уровней, вызванного спин-орбитальным взаимодействием, данные кривые

также иллюстрируют существование в системе распространяюшихся мод.

Действительно, на Рис. 1.5 видно, что радиальное спин-орбитальное взаимо
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действие Рашбы не приводит к расщеплению уровней 𝐸−
1/2 и 𝐸

+
−3/2 на уровне

Ферми. Конечно, различные возмущения, нарушающие угловую симметрию

в системе, вызванные, например, наличием примесей, должны приводить к

смешиванию состояний с разными проекциями углового момента. Такое смеши

вание обеспечивает дополнительную связь между бесщелевыми состояниями

и, очевидно, должно приводить к появлению дополнительных минищелей в

спектре возбуждений. Сравнивая Рис. 1.5 и Рис. 3A из [74], можно видеть,

что распространяющиеся моды, которые мы обсуждаем, отсутствуют в рабо

те [74]. Предположительно, данное несоответствие может быть связано с тем,

что осцилляции подщелевых уровней в зависимости от продольного импульса

𝐸(𝑘𝑧) являются менее выраженными в случае, когда параметр (𝑘𝑐𝐹 )
2𝑆 близок

к единице (это случай Рис. 3A работы [74]). С другой стороны, подавление

амплитуды осцилляций подщелевых уровней может свидетельствовать о доми

нирующей роли андреевского отражения для квазичастиц, отражающихся от

границы полупроводник/сверхпроводник.

Касательно вопроса о нарушении аксиальной симметрии можно выделить

как минимум два класса возмущений: первый происходит из-за возможных от

клонений единичного вектора в спин-орбитальном взаимодействии Рашбы, а

второй класс возникает из-за спин-независящих возмущений (например, из-за

присутствия немагнитных примесей в полупроводниковом коре или из-за шеро

ховатости границы кор/оболочка). Оба этих механизма приводят к смешиванию

состояний с различными проекцими углового момента на ось нанопровода и от

крытию дополнительных минищелей в спектре квазичастичных возбуждений,

которые определяются абсолютными значениями соотвествующих матричных

элементов оператора возмущений. В первом случае, спектральная щель опреде

ляется произведением константы спин-орбитального взаимодействия и модуля

матричного элемента, который связывает состояния с разной проекцией угло

вого момента. С другой стороны, учет спин-независящих возмущений должен

приводить к появлению топологически тривиальных щелевых состояний.
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1.4 Выводы

Таким образом, в данной главе изучены спектральные свойства полупро

водниковых нанопроводов, полностью покрытых сверхпроводящей оболочкой,

во внешнем магнитном поле, направленном вдоль оси нанопровода. Показано,

что конкуренция нормального и андреевского отражения квазичастиц от гра

ницы полупроводник/сверхпроводник приводит к появлению мод квазичастиц

волноводного типа. Обнаружено качественно различное поведение щели в спек

тре возбуждений гибридного нанопровода от величины внешнего магнитного

потока для разных профилей дна зоны проводимости в полупроводниковом

коре. В случае наличия аккумуляционного слоя для квазичастиц вблизи

границы полупроводник/сверхпроводник спектральная щель может иметь воз

вратное поведение: скачкообразное уменьшение щели при входе вихрей может

сопровождаться дальнейшим ее увеличением в пределах состояния с фик

сированной завихренностью сверхпроводящего параметра порядка. Изучены

эффекты спин-орбитального взаимодействия Рашбы, вызванного радиальны

ми электрическими полями на интерфейсе. Получен критерий возникновения

майорановских мод в рассматриваемых системах, получено аналитическое

выражение для волновой функции майорановских мод, определен их простран

ственный масштаб.
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Глава 2. Особенности джозефсоновского транспорта через

искривленные полупроводниковые нанопровода

В данной главе изучается джозефсоновский транспорт через искрив

ленный полупроводниковый нанопровод. Отличительные особенности стацио

нарного эффекта Джозефсона проанализированы для двух неэквивалентных

ориентаций спин-расщепляющего поля в нанопроводе, схематично изображен

ных на панелях (a) и (b) Рис. 2.1. Рассмотренные в работе конфигурации

отличаются микроскопическим механизмом появления наведенного спинового

расщепления для электронов в полупроводнике. Для конфигурации, изображен

ной на Рис. 2.1(a), джозефсоновский контакт находится во внешнем магнитном

поле, направленном перпендикулярно подложке, и спиновое расщепление в на

нопроводе появляется из-за эффекта Зеемана. В работе также рассмотрена

возможность текстурированного спин-расщепляющего поля, направленного па

раллельно и антипараллельно оси провода в разных его частях (см. Рис. 2.1(b)).

Данная конфигурация мотивирована недавними экспериментами по гибридным

ферромагнитным нанопроводам InAs/EuS/Al [142]. В таких структурах наве

денное спиновое расщепление в нанопроводе имеет обменную природу.

2.1 Модель

Расчеты джозефсоновского транспорта через искривленный полупровод

никовый нанопровод выполнены в рамках формализма уравнений Боголюбова

- де Жена (БдЖ) [128]:

�̌�BdG(𝑠)Ψ(𝑠) = 𝐸Ψ(𝑠) , (2.1а)

�̌�BdG(𝑠) = 𝜉(𝑠)𝜏𝑧 + h(𝑠)�̂� (2.1б)

+|∆|[𝜏𝑥 cos𝜙(𝑠)− 𝜏𝑦 sin𝜙(𝑠)]−
𝛼

2
{�̂�𝑛(𝑠), 𝑝} 𝜏𝑧 .

Здесь координата 𝑠 вдоль провода параметризует положение нанопровода

r(𝑠) = [𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)], 𝜉(𝑠) = 𝑝2/2𝑚 − 𝜇(𝑠), 𝑝 = −𝑖ℏ𝜕𝑠, 𝑚 - эффективная масса,

𝜇(𝑠) - профиль химпотенциала, 𝛼 - постоянная спин-орбитального взаимодей

ствия, {𝐴,𝐵} = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴, �̂�𝑛(𝑠) = �̂�𝑥 sin𝜒(𝑠) − �̂�𝑦 cos𝜒(𝑠), 𝜒(𝑠) - угол между
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Рисунок 2.1 — Схематичное изображение джозефсоновского контакта с искрив

ленным полупроводниковым нанопроводом в области слабой связи. Здесь 𝜙 -

разность фаз сверхпроводящего параметра порядка в берегах контакта, и 𝜒 -

угол разориентации. На панелях (а) и (б) показаны модельные конфигурации

спин-расщепляющего поля в нанопроводе, рассмотренные в данной главе. На

панели (а) гибридный нанопровод полупроводник/сверхпроводник (SM/SC) на

ходится во внешнем магнитном полеH, а на панели (б) в нанопроводе наводится

текстурированное спин-расщепляющее поле за счет спин-зависимого туннелиро

вания через слой ферромагнитного изолятора (FI).

вектором касательной в точке r(𝑠) и осью 𝑂𝑥, �̂�𝑖 (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) - матрицы Паули

в пространстве спина, 𝜏𝑖 (𝑖 = 𝑥,𝑦,𝑧) - матрицы Паули в пространстве электрон

дырка, и Ψ(𝑠) = [𝑢↑(𝑠), 𝑢↓(𝑠), 𝑣↓(𝑠), 𝑣↑(𝑠)]
T - волновая функция квазичастиц.

Основные особенности стационарного эффекта Джозефсона, вызванные топо

логическим переходом в спектре энергии квазичастиц, проанализированы для

следующих модельных профилей спин-расщепляющего поля в нанопроводе:

h(𝑠) = [0, 0,−ℎ⊥] , (2.2а)

h(𝑠) = ℎ||s𝑔𝑛(𝑠) [cos𝜒(𝑠), sin𝜒(𝑠), 0] , (2.2б)

схематично показанных на панелях (a) и (b) Рис. 2.1, соответственно. Важно

отметить, что кривизна нанопровода не влияет на критерий топологического

перехода в системе. Изогнутый нанопровод находится в топологически три

виальном (нетривиальном) режиме, когда условие ℎ⊥,ℎ|| < ℎ𝑐 (ℎ⊥,ℎ|| > ℎ𝑐)

выполнено в обеих частях нанопровода. Значение зеемановского поля, при кото

ром происходит топологический переход, дается выражением ℎ𝑐 =
√︀
𝜇2 + |∆|2.

Анализ, проведенный в рамках данной работы, ограничен случаем коротких и

сильно искривленных джозефсоновских контактов, для описания которых были
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использованы ступенчатые профили для фазы сверхпроводящего порядка и гео

метрической фазы 𝜙(𝑠) = 𝜙Θ(𝑠), 𝜒(𝑠) = 𝜒Θ(𝑠), где Θ(𝑥) - функция Хевисайда.

Уравнения БдЖ (2.1) должны быть дополнены соответствующими

граничными условиями в точке изгиба нанопровода, которые учитывают

различные механизмы рассеяния квазичастиц. Такие механизмы могут вклю

чать в себя спин-независящее рассеяние [183], рассеяние на спин-активной

границе [184; 185] и/или на границе с сильным спин-орбитальным взаимо

действием [186]. Для простоты в рамках данной работы обсуждаются два

механизма рассеяния: (i) спин-зависящее рассеяние, которое возникает за счет

текстурированного спин-орбитального взаимодействия в искривленном нано

проводе, (ii) спин-независящее рассеяние. Анализ первого из вышеупомянутых

механизмов проводился с помощью численного моделирования. Эффекты

спин-независящего рассеяния проанализированы в рамках приближенного ана

литического подхода, развитого для первой модельной конфигурации системы

(см. Рис. 2.1(a)).

Ток-фазовое соотношение джозефсоновского контакта при нулевой темпе

ратуре 𝐼𝑠(𝜙) определяется из решения спектральной задачи [187]

𝐼𝑠(𝜙) =
2𝑒

ℏ
𝜕𝐸𝑡𝑜𝑡

𝜕𝜙
, 𝐸𝑡𝑜𝑡(𝜙) = −1

2

∑︁
𝑛

𝐸𝑛(𝜙) , (2.3)

где 𝑒 - заряд электрона, 𝐸𝑡𝑜𝑡 - энергия контакта. Суммирование в уравнени

ях (2.3) проводится по положительным собственным значениям 𝐸𝑛 задачи (2.1).

Здесь и далее сверхпроводящая разность фаз, соответствующая основному

состоянию (минимуму функции 𝐸𝑡𝑜𝑡(𝜙)) называется аномальной фазой и обо

значается 𝜙0. Легко видеть из уравнений (2.3), что когда 𝐸𝑡𝑜𝑡(𝜙) имеет один

минимум, аномальная фаза может быть получена из ток-фазовых соотношений

𝐼𝑠(𝜙0) = 0 ,
𝜕𝐼𝑠
𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙=𝜙0

> 0 . (2.4)

Перед тем как приступить к обсуждению результатов, кратко обсудим

область применимости используемой модели, которая также была использо

вана в работах [130—132] для изучения джозефсоновского транспорта через

прямые нанопровода (𝜒 = 0). Во-первых, основные результаты данной главы

получены в рамках простейшей одномерной модели для полупроводниково

го нанопровода с наведенной сверхпроводимостью [55; 56]. Таким образом,

наши результаты не могут претендовать на количественное описание джозеф

соновского транспорта через искривленный полупроводниковый нанопровод,
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имеющий несколько транспортных каналов. Тем не менее, можно ожидать,

что качественные спин-зависящие эффекты, обсуждаемые в данной работе,

сохранятся и в квазиодномерном случае. Во-вторых, справедливость используе

мой в работе феноменологической модели сверхпроводящего эффекта близости

ограничена случаем малой частоты туннелирования для электронов из сверх

проводника в полупроводник Γ ≪ ∆0, где Γ ∝ 𝑡2𝜈0, 𝑡 - туннельный матричный

элемент, 𝜈0 - плотность состояний на уровне Ферми металлической оболочки в

несверхпроводящем состоянии, и ∆0 - щель в спектре возбуждений родитель

ского сверхпроводника [58; 188]. В этом пределе модуль параметра наведенной

щели в полупроводниковом проводе равен частоте туннелирования |∆| = Γ.

Стоит также отметить, что для последовательного описания эффекта близости

также необходимо учитывать перенормировку спектра низкоэнергетических

квазичастиц, возникающую за счет диагональных матричных элементов тун

нельной собственно-энергетической части в пространстве электрон-дырка [58;

188]. Предполагая, что основной вклад в джозефсоновский транспорт дают

квазичастичные возбуждения с энергией меньше ∆0 в родительском сверхпро

воднике, этой перенормировкой можно пренебречь, так как она оказывается

малой по параметру Γ/∆0.

2.2 Влияние спин расщепляющего поля в нанопроводе на

основные характеристики джозефсоновского транспорта.

Качественная картина

2.2.1 Поперечное зеемановское поле

В данном разделе представлены аналитические результаты, полученные

для модельной конфигурации системы, показанной на Рис. 2.1(a). Для постро

ения эффективной теории низкоэнергетичных возбуждений в искривленном

нанопроводе оказывается полезным переписать уравнения БдЖ (2.1) для бес
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конечного прямого нанопровода

�̌�(𝑘)Ψ(𝑘) = 𝐸Ψ(𝑘) , (2.5а)

�̌�(𝑘) = 𝜉𝑘𝜏𝑧 − ℎ⊥�̂�𝑧 (2.5б)

+|∆| [𝜏𝑥 cos𝜙− 𝜏𝑦 sin𝜙]− 𝜆𝑘�̂�𝑛(𝜒)𝜏𝑧 .

в базисе так называемых геликоидальных состояний [44; 129] - собственных

состояний гамильтониана

�̂�0 = [𝜉𝑘 − ℎ⊥�̂�𝑧 − 𝜆𝑘�̂�𝑛(𝜒)] . (2.6)

Здесь ℏ𝑘 - импульс квазичастиц вдоль провода, 𝜉𝑘 = ℏ2𝑘2/2𝑚− 𝜇, и 𝜆𝑘 = 𝛼ℏ𝑘.
В геликоидальном базисе полная система уравнений БдЖ с учетом спина (2.5)

принимает вид

ℋ̌ℎ𝑠(𝑘)Ψℎ𝑠(𝑘) = 𝐸Ψℎ𝑠(𝑘) , (2.7а)

ℋ̌ℎ𝑠(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜀+(𝑘) ∆𝑝+(𝑘) 0 ∆𝑠(𝑘)

∆†
𝑝+(𝑘) −𝜀+(𝑘) ∆†

𝑠(𝑘) 0

0 ∆𝑠(𝑘) 𝜀−(𝑘) ∆𝑝−(𝑘)

∆†
𝑠(𝑘) 0 ∆†

𝑝−(𝑘) −𝜀−(𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.7б)

где 𝜀±(𝑘) = 𝜉𝑘 ±
√︀
ℎ2⊥ + 𝜆2𝑘 - собственные значения оператора (2.6), и Ψℎ𝑠 =

[𝑢+,𝑣+,𝑢−,𝑣−]
T - волновая функция квазичастиц в геликоидальном базисе. Та

ким образом, исходная БдЖ модель (2.5) сводится к модели, описывающей два

одномерных 𝑝-волновых сверхпроводника

∆𝑝+(𝑘) = |∆|𝑒𝑖(𝜙+𝜒) 𝑖𝜆𝑘√︀
ℎ2⊥ + 𝜆2𝑘

, (2.8а)

∆𝑝−(𝑘) = |∆|𝑒𝑖(𝜙−𝜒) 𝑖𝜆𝑘√︀
ℎ2⊥ + 𝜆2𝑘

, (2.8б)

связанных через четную по импульсу квазичастиц функцию щели 𝑠-типа

∆𝑠(𝑘) = |∆|𝑒𝑖𝜙 ℎ⊥√︀
ℎ2⊥ + 𝜆2𝑘

. (2.9)
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В пределе 𝜇 ≫ |∆|,𝑚𝛼2 и ℎ⊥ ≳ |∆| можно пренебречь функцией щели

∆𝑠(𝑘) [44; 128; 129]. В результате, матрица (2.7б) становится блочно диаго

нальной

ℋ̌ℎ𝑠(𝑘) =

[︃
�̌�+(𝑘) 0

0 �̌�−(𝑘)

]︃
, (2.10а)

�̌�𝜂(𝑘) =

⎡⎢⎢⎢⎣ 𝜉𝑘 + 𝜂ℎ⊥
𝑖𝜆𝑘|∆|
ℎ⊥

𝑒𝑖(𝜙+𝜂𝜒)

−
𝑖𝜆𝑘|∆|
ℎ⊥

𝑒−𝑖(𝜙+𝜂𝜒) −𝜉𝑘 − 𝜂ℎ⊥

⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.10б)

Здесь 𝜂 = ± - индекс спин-отщепленной подзоны. Обобщение данной модели

на пространственно-неоднородный случай может быть выполнено так же, как

это делается, например, в работе [128] или просто заменой 𝑘 → −𝑖𝜕𝑠 в приве
денных выше матрицах, вводя соответствующие антикоммутаторы, для того,

чтобы учесть пространственную зависимость сверхпроводящей разности фаз

𝜙(𝑠) и геометрической фазы 𝜒(𝑠). В результате, мы получаем следующую эф

фективную модель для описания низкоэнергетичных возбуждений:

�̌�𝜂(𝑠) =

[︃
𝜉(𝑠) + 𝜂ℎ⊥ ∆𝑝𝜂(𝑠)

∆†
𝑝𝜂(𝑠) −𝜉(𝑠)− 𝜂ℎ⊥

]︃
, (2.11а)

∆𝑝𝜂(𝑠) =
𝑖𝛼

2ℎ⊥

{︁
∆(𝑠)𝑒𝑖𝜂𝜒(𝑠), 𝑝

}︁
, (2.11б)

Таким образом, в рассматриваемом предельном случае полный сверхток через

искривленный нанопровод может быть аппроксимирован суммой сверхтоков,

переносимых андреевскими состояниями, возникающими в каждой спиновой

подзоне.

Особенно простые выражения для спектра энергии подщелевых квази

частиц и ток-фазового соотношения могут быть получены из модели (2.11) в

рамках квазиклассического приближения. Мы получаем следующие результа

ты для спектра андреевских уровней:

𝐸𝜂(𝜙) = ±|∆𝜂| cos [(𝜙+ 𝜂𝜒) /2] , (2.12а)

|∆𝜂| = |∆|R𝑒
[︁√︀

2𝑚𝛼2(𝜇− 𝜂ℎ⊥)
]︁
/ℎ⊥ . (2.12б)

Здесь |∆𝜂| - наведенная щель в спектре квазичастиц геликоидальной подзоны

𝜂. Подставляя уравнение (2.12) в (2.3) и производя суммирование по индексу
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спиновой подзоны, мы получаем ток-фазовое соотношение при нулевой тем

пературе

𝐼𝑠(𝜙) =
∑︁
𝜂=±

ℐ𝜂 sin [(𝜙+ 𝜂𝜒)/2] s𝑔𝑛 {cos [(𝜙+ 𝜂𝜒)/2]} , (2.13)

где ℐ𝜂 = 𝑒|∆𝜂|/2ℏ - критический сверхток подзоны 𝜂. Из уравнения (2.12а)

можно видеть, что дисперсия подщелевых уровней от разных спиновых под

зон имеют противоположный по знаку фазовый сдвиг (±𝜒). Другим важным

обстоятельством для последующего анализа является то, что щели |∆𝜂| де
монстрируют качественно различное поведение по отношению к спиновому

расщеплению в силу разной зависимости импульсов Ферми в спин-отщеплен

ных подзонах 𝑝𝐹𝜂 = R𝑒[
√︀

2𝑚(𝜇− 𝜂ℎ⊥)] от зеемановского поля. Действительно,

из (2.12б) следует, что щель |∆−| отлична от нуля во всем рассматриваемом

диапазоне зеемановских полей (в топологически тривиальной и нетривиальной

фазах). В свою очередь, щель |∆+| уменьшается с увеличением спинового рас

щепления и обращается в нуль при топологическом переходе (заметим, что в

пределе 𝜇≫ |∆| топологический переход в спектре квазичастиц происходит при
ℎ⊥ ≈ 𝜇). При ℎ⊥ > 𝜇 дно верхней спин-отщепленной подзоны (в несверхпрово

дящем состоянии) 𝜂 = + располагается выше уровня Ферми и, таким образом,

вклад от данной спиновой подзоны в сверхток исчезает в топологически нетри

виальной фазе. Из простого вычисления энергии джозефсоновского контакта

для спектра энергии подщелевых квазичастиц (2.12а) следует, что энергия кон

такта как функция сверхпроводящей разности фаз 𝜙 имеет два конкурирующих

локальных минимума. Это, в свою очередь, приводит к нетривиальному пове

дению аномальной фазы при изменении спин-расщепляющего поля. Типичные

зависимости 𝜙0(ℎ⊥) представлены на Рис. 2.2(a) для 𝜒 = 𝜋/4, 𝜋/2 и 3𝜋/4.

В частности, при 𝜒 = 𝜋/4 аномальная фаза увеличивается с увеличением ℎ⊥

и затем выходит на значение геометрической фазы 𝜒. Для 𝜒 = 3𝜋/4 и при

ℎ⊥ ∼ ∆ значение аномальной фазы 𝜙0 ≈ 𝜋. В этом случае аномальная фаза

уменьшается с увеличением ℎ⊥ и выходит на 𝜙0 = 𝜒 при ℎ⊥ ⩾ 𝜇. Интересный

случай реализуется для 𝜒 = 𝜋/2. Соответствующие результаты изображены

черными кривыми на Рис. 2.2(a). В этом случае основное состояние контакта

при ℎ⊥ < 𝜇 является двукратно вырожденным. Отметим, что во всем диапа

зоне зеемановских полей кроме непосредственной окрестности топологического

перехода, где квазиклассическое прибижение для верхней спин-отщепленной
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подзоны нарушается, выражение (2.13) находится в хорошем согласии с резуль

татами численного моделирования для 𝜇 ≫ |∆| (см. Раздел 2.3).

(a) (b)

Рисунок 2.2 — (a) Зависимости спонтанной разности фаз от спин-расщеп

ляющего поля ℎ⊥ для углов разориентации 𝜒 = 𝜋/4, 𝜋/2 и 3𝜋/4. Графики

представляют результат (2.3) и (2.12а). (b) Зависимости 𝐼𝑐±(𝜒), полученные

с помощью (2.14) для ℎ⊥ = 7|∆|. Результаты на (a) и (b) соответствуют

𝑚𝛼2 = 0.2|∆| и 𝜇 = 10|∆| в обеих частях нанопровода.

Обсудим теперь основные транспортные характеристики эффекта Джо

зефсона. В частности, мы исследуем сверхпроводящий диодный эффект, и,

следуя работе [100], вводим следующие величины: 𝐼𝑐+ (максимум джозефсо

новского тока) и 𝐼𝑐− (модуль минимума тока). Заметим, что возможность

невзаимного сверхпроводящего транспорта через искривленный нанопровод

с наведенной сверхпроводимостью не запрещен соображениями симметрии,

так как текстурированное спин-орбитальное взаимодействие (2.1б) наруша

ет симметрию инверсии 𝑠 → −𝑠. Таким образом, при отличной от нуля

константе спин-орбитального взаимодействия 𝛼 и в присутствии поперечного

зеемановского поля в системе есть выделенное направление, которое совпада

ет с направлением протекания сверхтока. Из ток-фазовых соотношений (2.13)

можно получить следующие выражения для критических токов при разных

направлениях пропускаемого тока:

𝐼𝑐+ =

⎧⎨⎩ℐ− cos𝜒+ ℐ+ , 0 ⩽ 𝜒 ⩽ 𝜒0 ,

ℐ− − ℐ+ cos𝜒 , 𝜒0 < 𝜒 ⩽ 𝜋 ,
(2.14а)

𝐼𝑐− =

⎧⎨⎩|ℐ− + ℐ+ cos𝜒| , 0 ⩽ 𝜒 ⩽ 𝜋 − 𝜒0 ,

|ℐ− cos𝜒− ℐ+| , 𝜋 − 𝜒0 < 𝜒 ⩽ 𝜋 .
(2.14б)
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Здесь 𝜒0 = 2arctan(
√︀
ℐ+/ℐ−). Типичные зависимости 𝐼𝑐±(𝜒) показаны на

Рис. 2.2(b).

Обсудим теперь влияние дополнительного спин-независящего рассеяния в

области изгиба нанопровода на транспортные характеристики контакта. Дан

ный эффект для простоты моделируется слагаемым 𝑉0𝜏𝑧𝛿(𝑠), добавленным

в гамильтониан (2.11а). В результате, спин-независящее рассеяние не меняет

форму ток-фазового соотношения (2.13), а приводит к перенормировке кри

тических токов для каждой спин-отщепленной подзоны ℐ± = 𝑒|∆𝜂|
√︀
𝐷𝜂/ℏ.

Здесь 𝐷𝜂 = (1 + 𝑍2
𝜂)

−1 - прозрачность каждого контакта из одномер

ных 𝑝-волновых сверхпроводников, и 𝑍𝜂 = 𝑚𝑉0/ℏ𝑝𝐹𝜂 - соответствующий

параметр силы барьера. Таким образом, все качественные спин-зависящие эф

фекты, проанализированные в данном разделе, должны сохраниться в случае

спин-независящего рассеяния, хотя такое рассеяние, естественно, приводит к

подавлению сверхтока. Относительно возможной роли спин-зависящего рас

сеяния, можно отметить, что такого рода механизм приведет к изменению

соотношения двух вкладов от спиновых подзон в сверхток. Тем не менее, можно

ожидать, что наши предсказания также должны иметь место и в этом случае

кроме довольно экзотических ситуаций, когда из-за спин-зависящего рассеяния

полностью подавлен вклад в сверхток от одной из спиновых подзон.

2.2.2 Текстурированное спин-расщепляющее поле

Перед тем, как приступить к обсуждению результатов численного модели

рования, отметим, что аномальный эффект Джозефсона в системе отсутствует,

когда направление спин-расщепляющего поля совпадает с направлением оси

нанопровода

h(𝑠) = ℎ|| [cos𝜒(𝑠), sin𝜒(𝑠), 0] . (2.15)

Действительно, для данного профиля спин-расщепляющего поля можно пока

зать, что операторы �̌�BdG(𝑠,𝜙) и �̌�BdG(𝑠,−𝜙) связаны между собой унитарным

преобразованием. Соответственно, спектры энергии квазичастиц являются чет
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ными функциями сверхпроводящей разности фаз

�̌�BdG(𝑠,− 𝜙) = �̂�𝑥𝒫�̌�BdG(𝑠,𝜙)𝒫�̂�𝑥 , (2.16а)

𝐸𝑛(𝜙) = 𝐸𝑛(−𝜙) . (2.16б)

Здесь 𝒫 - оператор четности 𝒫𝑓(𝑠) = 𝑓(−𝑠). Используя уравнения (2.16б)

и (2.3), мы получаем следующее симметрийное соотношение для джозефсонов

ского тока 𝐼𝑠(𝜙) = −𝐼𝑠(−𝜙), которое отражает нарушение в системе симметрии
относительно обращения времени. Данное симметрийное соотношение накла

дывает следующие ограничения на диапазон возможных значений аномальной

фазы 𝜙0 = 𝜋𝑛, где 𝑛 - целое число. Для того, чтобы получить отличную от 𝜋𝑛

спонтанную разность фаз в основном состоянии контакта, необходимо рассмат

ривать текстурированный профиль спин-расщепляющего поля.

В конце данного раздела мы рассмотрим случай, когда спин-расщепля

ющее поле направлено параллельно и антипараллельно оси нанопровода в

разных его частях (см. Рис. 2.1(b)). Главным отличием данной конфигурации

от рассмотренной ранее (см. Рис. 2.1(a)) является то, что текстурированный

профиль спин-расщепляющего поля приводит к разной спиновой структуре

волновой функции квазичастиц в разных частях провода. Следовательно, упро

щенное теоретическое описание эффекта Джозефсона, развитое для модельной

конфигурации, показанной на Рис. 2.1(a), неприменимо, так как граничные

условия в области контакта связывают собственные состояния квазичастиц из

обеих спиновых подзон. Это обстоятельство усложняет аналитическое описа

ние для случая текстурированного спин-расщепляющего поля, и поэтому здесь

мы ограничимся некоторыми качественными соображениями, полученными

из анализа результатов численного моделирования. Нетривиальное поведение

аномальной фазы от обменного поля и сверхпроводящий диодный эффект в

системе возникают в силу необычного ток-фазового соотношения, в котором

можно выделить два вклада: (i) вклад от подщелевых состояний квазичастиц и

(ii) вклад от надщелевых резонансных уровней. Для достаточно больших спи

новых расщеплений ℎ|| ≳ 𝜇 вклад подщелевых состояний сильно зависит от

угла разориентации нанопроводов 𝜒, что является проявлением спин-фильтрую

щих свойств искривленного джозефсоновского контакта с магнитной текстурой.

В ходе численного моделирования мы также видим, что вклад в сверхток

от резонансных уровней, в основном, происходит из области энергий 𝐸 ∈
[ℎ|| − |∆|, ℎ|| + |∆|].
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2.3 Результаты численного моделирования джозефсоновского

транспорта

2.3.1 Поперечное зеемановское поле

В данном разделе представлены результаты численного моделирования

джозефсоновского транспорта для модельного профиля зеемановского по

ля (2.2а). Типичные спектры энергии подщелевых состояний квазичастиц

показаны на Рис. 2.3. Рассмотрим сначала случай сильных зеемановских по

лей ℎ⊥ ≳ ℎ𝑐 [см. панели (a) и (b) на Рис. 2.3]. В рамках численного решения

задачи получено, что в этом режиме вклад подщелевых состояний в сверхток

является доминирующим, и, таким образом, для полного описания стационарно

го эффекта Джозефсона достаточно ограничиться анализом спектров энергии

подщелевых квазичастиц. Графики, показанные на панелях (a) и (b) Рис. 2.3

демонстрируют хорошее согласие между аналитическими и численными ре

зультатами. При приближении к топологическому переходу из топологически

нетривиальной области фазовой диаграммы аналитический подход, развитый

в работах [127; 128] более неприменим, и для корректного расчета сверхто

ка необходимо также учитывать вклад от надщелевых резонансных уровней.

Типичные спектры энергии подщелевых состояний квазичастиц вблизи топо

логического перехода показаны на панелях (c) и (d) Рис. 2.3. В частности,

результаты на Рис. 2.3(c) показывают, что дисперсия подщелевых уровней энер

гии в зависимости от сверхпроводящей разности фаз 𝜙 отлична от нуля только

вблизи пересечения спектральной ветви и уровня Ферми. В результате, вклад

подщелевых состояний в сверхток вблизи топологического перехода оказывает

ся пренебрежимо мал в широком диапазоне значений 𝜙, и спонтанная разность

фаз сверхпроводящего параметра порядка в основном состоянии происходит

из-за вклада надщелевых уровней [см. Рис. 2.3(d)]. В отличие от случая зее

мановских полей ℎ⊥, сильно превышающих поле ℎ𝑐, результаты на Рис. 2.3(d)

показывают, что аномальный фазовый сдвиг отличается от угла разориентации

нанопроводов 𝜒 вблизи топологического перехода.

Типичные зависимости 𝜙0(ℎ⊥) в широком диапазоне зеемановских полей,

покрывающем как топологически тривиальную, так и нетривиальную область
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(2.12�)

(2.13)

Рисунок 2.3 — Типичные спектры энергии подщелевых квазичастиц 𝐸(𝜙) и

ток-фазовые соотношения 𝐼𝑠(𝜙) для модельного профиля спин-расщепляющего

поля (2.2а). Здесь и далее величины размерности энергии нормированы на |∆|,
а сверхток дан в единицах 𝑒|∆|/ℏ. Графики построены для 𝜒 = 𝜋/2, 𝜇 = |∆| и
𝑚𝛼2 = 0.2|∆| в обеих частях нанопровода. Топологический переход в системе

происходит при ℎ⊥ =
√
2|∆|. Панели (a) и (b) соответствуют ℎ⊥ = 3|∆| в то

время, как для панелей (c) и (d) ℎ⊥ = 1.5|∆|. Черными кружками показано

значение сверхпроводящей разности фаз, соответствующей минимуму энергии

джозефсоновского контакта 𝐸𝑡𝑜𝑡 (аномальная фаза 𝜙0).
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Рисунок 2.4 — Типичные зависимости 𝜙0(ℎ⊥) (a) и графики 𝜙0(𝜒) (b) для мо

дельного профиля зеемановского поля (2.2а). Результаты получены для 𝜇 = |∆|
и 𝑚𝛼2 = 0.2|∆| в обеих частях нанопровода. В системе происходит топологиче

ский переход при ℎ⊥ =
√
2|∆| [черная сплошная линия на панели (a)].

Рисунок 2.5 — Типичные зависимости 𝜙0(ℎ⊥) (a) и графики 𝜙0(𝜒) (b) для про

филя спин-расщепляющего поля (2.2а). Параметры: 𝜇 = 4|∆| и 𝑚𝛼2 = 0.2|∆| в
обеих частях нанопровода. Топологический переход в системе происходит при

ℎ⊥ =
√
17|∆| [черная сплошная линия на панели (a)].
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фазовой диаграммы, показаны на Рис. 2.4(a) и 2.5(a). Графики, показанные

на Рис. 2.4(a) и 2.5(a), построены для 𝜇 = |∆| и 𝜇 = 4|∆|, соответствен
но. Полученные результаты показывают, что аномальная фаза исчезает при

ℎ⊥ ≲ |∆| в то время, как 𝜙0 ≈ 𝜒 для ℎ⊥ ≫ ℎ𝑐. Можно заметить, что между

этими двумя предельными случаями кривые 𝜙0(ℎ⊥) на Рис. 2.4(a) и 2.5(a) де

монстрируют качественно различное поведение. Действительно, на графиках

на Рис. 2.4(a) можно видеть плавную перестройку аномальной фазы зееманов

ским полем. Увеличение химпотенциала 𝜇 приводит к появлению особенностей

на зависимостях 𝜙0(ℎ⊥) при топологическом переходе [см. Рис. 2.5(a)]. Кроме

того, результаты на Рис. 2.5(a) для 𝜒 = 𝜋/2 показывают скачкообразное изме

нение аномальной фазы в топологически тривиальном режиме при ℎ⊥ ≈ 3.5|∆|.
Причина такого поведения состоит в присутствии двух локальных миниму

мов на зависимости энергии джозефсоновского контакта от сверхпроводящей

разности фаз. Скачок аномальной фазы появляется из-за конкуренции этих ло

кальных минимумов при изменении зеемановского поля. Типичные зависимости

спонтанной разности фаз от геометрического угла разориентации показаны на

Рис. 2.4(b) и 2.5(b). Можно видеть, что в отличие от режима сильных зееманов

ских полей, типичные зависимости 𝜙0(𝜒) являются нелинейными в диапазоне

параметров, соответствующих кроссоверу на кривых 𝜙0(ℎ⊥). Представленные

результаты численного моделирования поведения аномальной фазы от обмен

ного поля находятся в качественном согласии с результатами, полученными в

рамках эффективной БдЖ модели (2.11).

В конце данного раздела обсудим поведение основных транспортных

характеристик стационарного эффекта Джозефсона. Типичные зависимости

критических токов 𝐼𝑐± и аномального джозефсоновского тока 𝐼𝑠(𝜙 = 0) от зе

емановского поля и угла разориентации нанопроводов показаны на Рис. 2.6.

Из Рис. 2.6(a) можно видеть, что при ℎ⊥ ≲ |∆| сверхпроводящий диодный

эффект в системе отсутствует 𝐼𝑐+ ≈ 𝐼𝑐−, и аномальный ток исчезающе мал.

Увеличение зеемановского поля приводит к уменьшению критических токов и

к увеличению аномального тока. Результаты на Рис. 2.6(a) показывают, что в

области кроссовера на кривых 𝜙0(ℎ⊥) в системе наблюдается сверхпроводящий

диодный эффект: величина критического тока зависит от направления пропус

каемого тока 𝐼𝑐+ ̸= 𝐼𝑐−. Кроме того, графики на Рис. 2.6(a) демонстрируют

скачок производной 𝜕𝐼𝑐±/𝜕ℎ⊥ в точке топологического перехода. Дальнейшее

увеличение спин-расщепляющего поля приводит к возвратному поведению кри
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Рисунок 2.6 — Зависимости критических токов 𝐼𝑐± и аномального тока от зе

емановского расщепления (a) и угла разориентации нанопроводов 𝜒 (b) для

модельного профиля спин-расщепляющего поля (2.2а). Результаты получены

для 𝜇 = |∆| и 𝑚𝛼2 = 0.2|∆| в обеих частях нанопровода, 𝜒 = 𝜋/2 (a), и

ℎ⊥ = 1.5|∆| (b). Топологический переход происходит при ℎ⊥ =
√
2|∆| [черная

сплошная линия на панели (a)].

тических токов. В согласии с ранее известными результатами [129], упомянутое

выше возвратное поведение критических токов становится менее выраженным

при уменьшении угла разориентации и исчезает в пределе 𝜒→ 0. Отметим, что

уравнение (2.13) и результаты численного моделирования показывают, что в

пределе сильных зеемановских полей критический ток не зависит ни от угла ра

зориентации, ни от направления пропускаемого тока 𝐼𝑐+ = 𝐼𝑐− = ℐ−. Сравнивая
уравнение (2.13) для ℎ⊥ ≫ ℎ𝑐 с зависимостями 𝐼𝑐±(𝜒), вычисленными вблизи то

пологического перехода [см. Рис. 2.6(b)], можно видеть, что область кроссовера

на зависимостях 𝜙0(ℎ⊥) проявляет себя в модификации зависимостей крити

ческих токов от угла разориентации 𝜒. Из представленного анализа поведения

критических токов следует, что особенности производной на зависимости крити

ческого тока от зеемановского поля может быть использовано для установления

факта топологического перехода в сетях майорановских нанопроводов.
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Рисунок 2.7 — Типичные зависимости 𝜙0(ℎ||) (a) и графики 𝜙0(𝜒) (b) для

текстурированного профиля спин-расщепляющего поля (2.2б). Результаты по

лучены для 𝜇 = |∆| и 𝑚𝛼2 = 0.2|∆| в обеих частях нанопровода. В системе

происходит топологический переход при ℎ|| =
√
2|∆| [черная сплошная линия

на панели (a)].

Рисунок 2.8 — Зависимости 𝜙0(ℎ||) (a) и 𝜙0(𝜒) (b) для профиля спин-расщеп

ляющего поля (2.2б). Параметры системы: 𝜇 = 4|∆| и 𝑚𝛼2 = 0.2|∆| для обеих
частей нанопровода. Топологический переход происходит при ℎ|| =

√
17|∆| [чер

ная сплошная линия на панели (a)].
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2.3.2 Текстурированное спин-расщепляющее поле

В данном разделе рассматривается текстурированный профиль спин-рас

щепляющего поля (2.2б). Типичные зависимости 𝜙0(ℎ||) показаны на Рис. 2.7(a)

и 2.8(a). Результаты, показанные на Рис. 2.7(a) и 2.8(a), были получены для

𝜇 = |∆| и 𝜇 = 4|∆|, соответственно. Можно видеть, что аномальная фаза су

щественно отличается от угла разориентации даже для достаточно сильных

спин-расщепляющих полей ℎ|| ≫ ℎ𝑐. Численное моделирование джозефсонов

ского транспорта показывает, что при выбранном диапазоне параметров вклад в

сверхток от надщелевых уровней оказывается сравнимым с вкладом от подщеле

вых состояний квазичастиц даже для достаточно сильных спин-расщепляющих

полей. Таким образом, анализ спектра энергии подщелевых квазичастиц оказы

вается недостаточным для корректного описания транспортных характеристик

контакта. Результаты на Рис. 2.7(a) и 2.8(a) показывают ряд особенностей в

поведении аномальной фазы. Заметим, что кривые 𝜙0(ℎ||) на Рис. 2.7(a) (при

𝜇 = |∆|) демонстрируют монотонную зависимость аномальной фазы от спин

расщепляющего поля в то время, как результаты на Рис. 2.8(a) (при 𝜇 = 4|∆|)
показывают скачки аномальной фазы в топологически тривиальной фазе. В

частности, графики на Рис. 2.8(a) при 𝜒 = 𝜋/2 показывают скачок спонтанной

разности фаз при ℎ|| ≈ 2.2|∆| и провал вблизи топологического перехода. Появ
ление скачков спонтанной фазы происходит из-за конкуренции двух локальных

минимов в энергии контакта в зависимости от сверхпроводящей разности фаз.

Результаты, представленные на Рис. 2.8(a) при 𝜒 = 𝜋/4 показывают даже

два скачка спонтанной фазы при ℎ|| ≈ 3|∆| и ℎ|| ≈ 4|∆| в топологически

тривиальной фазе. Типичные зависимости аномальной фазы от угла разори

ентации нанопроводов для текстурированного профиля спин-расщепляющего

поля (2.2б) показаны на Рис. 2.7(b) и 2.8(b). Из Рис. 2.7(b) и 2.8(b) можно

видеть, что зависимости 𝜙0(𝜒) являются нелинейными как в топологически

тривиальном, так и в нетривиальном режиме.

Типичное поведение критических токов 𝐼𝑐± и аномального джозефсонов

ского тока 𝐼𝑠(𝜙 = 0) в зависимости от спин-расщепляющего поля и угла

разориентации показано на Рис. 2.9. Данные результаты демонстрируют, что

все ранее указанные особенности поведения критических токов такие, как ска

чок производной 𝜕𝐼𝑐±/𝜕ℎ|| на топологическом переходе и сверхпроводящий
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Рисунок 2.9 — Зависимости критических токов 𝐼𝑐± и аномального джозефсонов

ского тока от спин-расщепляющего поля (a) и угла разориентации нанопроводов

(b) для текстурированного профиля спин-расщепляющего поля (2.2б). Резуль

таты получены для 𝜇 = |∆| и 𝑚𝛼2 = 0.2|∆| в обеих частях нанопровода,

𝜒 = 𝜋/4 (a), и ℎ|| = 1.5|∆| (b). Топологический переход в системе происхо

дит при ℎ|| =
√
2|∆| [черная сплошная линия на панели (a)].

диодный эффект 𝐼𝑐+ ̸= 𝐼𝑐− также имеют место в случае текстурированного

спин-расщепляющего поля (2.2б).

Отметим, что описанные выше особенности джозефсоновского транспор

та обусловлены наличием двух вкладов в полный сверхток от подщелевых

состояний квазичастиц и резонансных уровней квазичастиц. Действительно,

необходимым условием для появления рассматриваемых в работе геометриче

ских эффектов является то, что эти вклады должны быть разной величины

и иметь разную зависимость по отношению к сверхпроводящей разности фаз.

Важно также отметить, что для возможности реализации в системе диодно

го эффекта джозефсоновский переход должен быть достаточно прозрачным.

Другими словами, такой контакт должен содержать высшие гармоники в ток

фазовом соотношении.

2.4 Выводы

Таким образом, в данной главе изучены особенности аномального эффек

та Джозефсона в контактах с искривленным майорановским нанопроводом в
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области слабой связи. Исследовано поведение спонтанной разности фаз сверх

проводящего параметра порядка в берегах контакта в основном состоянии при

изменении величины спинового расщепления, переводящего майорановский на

нопровод из топологически тривиальной в топологически нетривиальную фазу.

Соответствующий анализ выполнен для двух конфигураций системы, вклю

чающих в себя искривленный нанопровод в поперечном магнитном поле, а

также нанопровод с текстурированным распределением спин-расщепляющего

поля, направленного параллельно и антипараллельно оси нанопровода в раз

ных его частях. Для первой конфигурации получено аналитическое выражение

для ток-фазового соотношения в квазиклассическом приближении. Для всех

рассматриваемых конфигураций системы продемонстрировано возникновение

в системе сверхпроводящего диодного эффекта: зависимости критического то

ка от направления пропускаемого тока.
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Глава 3. Обратный эффект близости в гибридных структурах

сверхпроводник-ферромагнетик со спин-орбитальным

взаимодействием Рашбы

В данной главе изучается влияние обратного эффекта близости на

зарождение сверхпроводимости в гибридных структурах сверхпроводник -

ферромагнетик со спин-орбитальным взаимодействием Рашбы. С помощью

точных решений уравнений Горькова для гибридной структуры в несверхпро

водящем состоянии выводится линеаризованное уравнение самосогласования,

определяется критическая температура сверхпроводящего перехода и простран

ственная структура функции щели. Предложенный микроскопический подход

справедлив в чистом пределе и учитывает эффекты гибридизации состояний

квазичастиц в обоих слоях. Примечательно, что все рассматриваемые спин

зависимые эффекты могут быть объяснены с помощью качественного анализа

зонной структуры.

Важно отметить, что область применимости полученных результатов огра

ничена случаем, когда плотность состояний на уровне Ферми в несверхпроводя

щем состоянии S слоя много больше плотности состояний в примыкающем слое.

Тем не менее, полученные результаты применимы для широкого класса гибрид

ных систем со спин-орбитальным взаимодействием, который включает в себя

структуры сверхпроводник-полупроводник, сверхпроводник-ферромагнитный

металл (изолятор) и сверхпроводник-полуметалл (полностью поляризованный

по спину металл или half-metal [189; 190]. Системы сверхпроводник-полуметалл

представляют особый интерес для сверхпроводящей спинтроники. Наличие пол

ной поляризации электронов по спину в полуметалле делает такие гибридные

системы удобной платформой для изучения дальнодействующего спин-триплет

ного джозефсоновского транспорта [191; 192] и эффекта спинового вентиля [193;

194].

Полученные результаты касательно поведения сверхпроводящей крити

ческой температуры и импульса куперовской пары находятся в качественном

согласии с результатами недавних работ, в которых изучались сходные явля

ения в трехмерных диффузных [195] и двумерных чистых [196] гибридных

структурах сверхпроводник-ферромагнетик, а также в структурах, состоящих
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+ SO

Рисунок 3.1 — Схематичное изображение сверхпроводящей пленки в контакте

с материалом с обменным или зеемановским полем h и спин-орбитальным (SO)

взаимодействием Рашбы. Спин-орбитальное взаимодействие характеризуется

единичным вектором n, направленным вдоль оси 𝑂𝑧. Здесь 𝑑𝑠 (𝑑𝑓) - толщи

на сверхпроводящего (примыкающего) слоя.

из бислоя сверхпроводник-ферромагнетик на поверхности топологического изо

лятора [120].

3.1 Модель

Рассматриваемые системы представляют собой планарные гибридные

структуры, состоящие из тонкой сверхпроводящей пленки (S) в контакте с ма

териалом с сильным обменным или зеемановским полем и спин-орбитальным

взаимодействием Рашбы (см. Рис. 3.1). Мы предполагаем, что условия чисто

го предела выполнены в обоих слоях. Результаты, полученные в данной главе,

справедливы в области параметров 𝜆𝐹 ≪ 𝑑𝑠 ≪ 𝜉𝑠, где 𝑑𝑠 - толщина S слоя, 𝜆𝐹 -

фермиевская длина волны электронов в S слое в несверхпроводящем состоянии,

и 𝜉𝑠 - сверхпроводящая длина когерентности при нулевой температуре. Условие

𝑑𝑠 ≪ 𝜉𝑠 позволяет пренебречь пространственным изменением функции щели

по толщине S слоя. С другой стороны, условие 𝜆𝐹 ≪ 𝑑𝑠 обеспечивает малость

эффектов, связанных с размерным квантованием спектра энергии квазичастиц

в сверхпроводящей пленке (см., например, работы [197—199]). Целью данной

работы является анализ обратного влияния спин-зависимых взаимодействий в

примыкающем слое на зарождение сверхпроводимости в системе. Поэтому для
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простоты мы пренебрегаем влиянием внешнего магнитного поля на спины элек

тронов в S слое и орбитальными эффектами магнитного поля в обоих слоях.

Здесь и далее используется система единиц 𝑘𝐵 = ℏ = 1, где 𝑘𝐵 - постоянная

Больцмана, и ℏ - постоянная Планка. Гамильтониан гибридной структуры име

ет следующий вид:

ℋ̂ =
∑︁
𝜎𝜎′

∫︁
𝑑3r 𝜓†

𝜎(r)
[︁
�̂�(r)

]︁
𝜎𝜎′
𝜓𝜎′(r) (3.1)

+

∫︁
𝑑3r
[︁
∆(r)𝜓†

↑(r)𝜓
†
↓(r) + ∆*(r)𝜓↓(r)𝜓↑(r)

]︁
.

Здесь 𝜓†
𝜎 (𝜓𝜎) - фермионный оператор рождения (уничтожения), индексы 𝜎,

𝜎′ =↑, ↓ обозначают спиновые степени свободы,[︁
�̂�(r)

]︁
𝜎𝜎′

= 𝐻0(r)𝛿𝜎𝜎′ +
[︁
�̂�(r)

]︁
𝜎𝜎′

, (3.2а)

𝐻0(r) = p
1

𝑚(r)
p− 𝜇(r) + 𝑈0𝛿(𝑧) , (3.2б)

p = −𝑖∇ = (𝑝𝑥,𝑝𝑦,𝑝𝑧) - оператор импульса, 𝑚(r) - пространственный профиль

эффективной массы, 𝜇(r) - профиль химпотенциала, и параметр 𝑈0 > 0 описы

вает эффекты дополнительного спин-независящего рассеяния для квазичастиц

на интерфейсе между двумя материалами. Зависящая от спина часть потенци

альной энергии �̂�(r) отлична от нуля только в примыкающем слое

�̂�(r) = Θ(−𝑧) [ℎ�̂�𝑥 + 𝛼(𝑝𝑥�̂�𝑦 − 𝑝𝑦�̂�𝑥)] , (3.3)

гдеΘ - функция Хевисайда, �̂�𝑖 (𝑖 = 𝑥,𝑦,𝑧) - матрицы Паули в спиновом простран

стве, ℎ - обменное (или зеемановское) поле, и 𝛼 - константа спин-орбитального

взаимодействия. Сверхпроводящий параметр порядка ∆(r) отличен от нуля

только в S слое (0 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑑𝑠). Пространственный профиль функции щели

выбран следующего вида:

∆(r) = |∆|𝑒𝑖𝑞(n×nℎ)r , (3.4)

В приведенных выше выражениях 𝑞(n×nℎ) - импульс куперовской пары в систе

ме центра масс в направлении, задаваемым векторным произведением нормали

n и единичного вектора nℎ = h/|h| (см. Рис. 3.1).
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Анализ особенностей зарождения сверхпроводимости проведен в рамках

формализма уравнений Горькова на мацубаровские функции Грина

�̌�−1(r)�̌�(r,r′) = 𝛿(r− r′) , (3.5а)

�̌�−1(r) =

[︃
𝑖𝜔𝑛 − �̂�(r) ∆(r)

∆*(r) 𝑖𝜔𝑛 + �̂�𝑦�̂�
*(r)�̂�𝑦

]︃
. (3.5б)

Здесь 𝜔𝑛 = 2𝜋𝑇 (𝑛+1/2) - мацубаровская частотв, 𝑇 - температура, и 𝑛 - целое

число. Матрица �̌�(r,r′) имеет следующую блочную структуру

�̌�(r,r′) =

[︃
�̂�(r,r′) 𝐹 (r,r′)

𝐹 †(r,r′) ˆ̄𝐺(r,r′)

]︃
(3.6)

и функция щели определяется из уравнения самосогласования

∆*(r) =
𝑉 𝑇

2

∑︁
|𝜔𝑛|<Ω

T𝑟
[︁
𝐹 †(r,r)

]︁
, (3.7)

где 𝑉 - величина эффективного электрон-электронного взаимодействия, и Ω -

частота обрезания в теории БКШ.

Для вывода уравнения на критическую температуру сверхпроводяще

го перехода мы вычисляем гриновские функции (3.5) в первом порядке по

сверхпроводящему параметру порядка для кусочно постоянных профилей по

тенциала конфайнмента и эффективной массы 𝜇(𝑧) = 𝜇𝑠, 𝑚(𝑧) = 𝑚𝑠 при

0 < 𝑧 < 𝑑𝑠, и 𝜇(𝑧) = 𝜇𝑓 , 𝑚(𝑧) = 𝑚𝑓 при −𝑑𝑓 < 𝑧 < 0. В следующем разделе

представлены аналитические результаты. Детали вывода основных соотноше

ний, включающие в себя определения гриновских функций, вывод нормальной

функции Грина несверхпроводящей системы и линеаризованного уравнения са

мосогласования, даны в Приложении В.

3.2 Линеаризованное уравнение самосогласования

В случае пространственно однородного сверхпроводящего параметра по

рядка линеаризованное уравнение самосогласования имеет следующий вид:

ln

(︂
𝑇

𝑇𝑐0

)︂
= 𝜋𝑇

∑︁
𝜔𝑛>0

[︂
− 2

𝜔𝑛
+ Re

∑︁
𝜂,𝜂′=±

⟨
𝛿𝜂𝜂′𝑤i𝑛𝑡𝑟𝑎 + (1− 𝛿𝜂𝜂′)𝑤i𝑛𝑡𝑒𝑟

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂′

⟩
k

]︂
. (3.8)
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Здесь 𝑇𝑐0 - температура сверхпроводящего перехода объемного сверхпровод

ника, 𝜂 и 𝜂′ - индексы геликоидальных спиновых подзон, ⟨...⟩k обозначает

усреднение по Ферми поверхности S слоя в несверхпроводящем состоянии1

⟨𝑋(k)⟩k =
1

4𝜋

∫︁ 1

−1

𝑑𝑢

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙 𝑋(k) , (3.9)

k = (𝑘|| cos𝜙,𝑘|| sin𝜙, 𝑘𝐹𝑢), 𝑘|| = 𝑘𝐹
√
1− 𝑢2, 𝑘𝐹 (𝑣𝐹 ) - импульс (скорость) Ферми

в несверхпроводящем состоянии S слоя. Распаривающие факторы

𝜌𝜂𝜂′ =
𝑣𝐹
2𝑑𝑠

𝑢 tg
(︀
𝜑𝜂 − 𝜑𝜂′

)︀
, (3.10)

описывают подавление межзонных (𝜌+−, 𝜌−+) и внутризонных (𝜌++, 𝜌−−)

спин-синглетных сверхпроводящих корреляций в S слое [200]. Информация об

эффектах гибридизации между электронными состояниями в обоих слоях со

держится в фазах рассеяния

tg (𝜑𝜂) =
1

𝑍 + (𝑚𝑠𝑘𝑓𝜂/𝑚𝑓𝑘𝑠) ctg(𝑘𝑓𝜂𝑑𝑓)
, (3.11)

которые содержат информацию о спектральных свойствах обоих слоев

𝑘2𝑓𝜂
2𝑚𝑓

= 𝑖𝜔𝑛 + 𝜇𝑓⊥ − 𝜂
√︁
(ℎ− 𝛼𝑘𝑦)2 + (𝛼𝑘𝑥)2 , (3.12а)

𝑘2𝑠
2𝑚𝑠

= 𝑖𝜔𝑛 + 𝜇𝑠⊥ (3.12б)

а также о проникновении электронной волновой функции в ферромагне

тик. Здесь 𝜇𝑠, 𝑚𝑠 (𝜇𝑓 , 𝑚𝑓) - расстояние от химпотенциала до дна зоны и

эффективная масса для электронов в сверхпроводнике (ферромагнетике), со

ответственно, 𝜇𝑠(𝑓)⊥ = 𝜇𝑠(𝑓) − k2
||/2𝑚𝑠(𝑓), и 𝑍 = 2𝑚𝑠𝑈0/𝑘𝑠 - параметр силы

барьера. Фазы рассеяния для дырок 𝜑𝜂 можно получить из уравнения (3.11)

путем замены

𝜑𝜂(𝜔𝑛,ℎ) = 𝜑𝜂(−𝜔𝑛,− ℎ) . (3.13)

Весовые функции

𝑤i𝑛𝑡𝑒𝑟 = cos2(𝛽) , (3.14а)

𝑤i𝑛𝑡𝑟𝑎 = 1− 𝑤i𝑛𝑡𝑒𝑟 (3.14б)

1В рамках данной работы рассмотрен случай сферической Ферми поверхности.
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с 𝛽 = (𝛽+ + 𝛽−)/2 и tg(𝛽±) = 𝛼𝑘𝑥/(ℎ ± 𝛼𝑘𝑦) определяют распределение доли

межзонных (внутризонных) спин-синглетных куперовских пар на поверхности

Ферми.

Полезно сравнить полученное уравнение на критическую температу

ру сверхпроводящего перехода с результатами работы [155]. Для этой цели

необходимо исключить из рассмотрения спин-орбитальное взаимодействие и

пренебречь зависимостью фаз рассеяния от мацубаровской частоты, что при

водит к следующим соотношениям:

𝑤i𝑛𝑡𝑒𝑟 = 1 , (3.15а)

𝜌+− = −𝜌−+ . (3.15б)

Используя уравнения (3.15), уравнение самосогласования (3.8) может быть пе

реписано в форме

ln

(︂
𝑇

𝑇𝑐0

)︂
= −𝜋𝑇

∑︁
𝜔𝑛

∫︁ 1

0

𝑑𝑢
𝜌2(𝑢)

|𝜔𝑛| [𝜔2
𝑛 + 𝜌2(𝑢)]

, (3.16а)

𝜌(𝑢) =
𝑣𝐹
2𝑑𝑠

𝑢 tg [𝜑+(𝑢)− 𝜑−(𝑢)] , (3.16б)

совпадающей с уравнением (33) в [155].

В случае пространственно неоднородного сверхпроводящего состоя

ния (3.4) с 𝑞 ̸= 0 уравнение самосогласования имеет вид (3.8) со следующими

заменами

𝜑𝜂(𝑘𝑥,𝑘𝑦) → 𝜑𝜂(𝑘𝑥,𝑘𝑦 − 𝑞/2) , (3.17а)

𝜑𝜂(𝑘𝑥,𝑘𝑦) → 𝜑𝜂(𝑘𝑥,𝑘𝑦 + 𝑞/2) , (3.17б)

𝛽+(𝑘𝑥,𝑘𝑦) → 𝛽+(𝑘𝑥,𝑘𝑦 − 𝑞/2) , (3.17в)

𝛽−(𝑘𝑥,𝑘𝑦) → 𝛽−(𝑘𝑥,𝑘𝑦 + 𝑞/2) , (3.17г)

и модифицированными распаривающими факторами

𝜌𝜂𝜂′(𝑞) =
𝑞𝑣𝐹
2

sin(𝜙)
√︀

1− 𝑢2 (3.18)

+
𝑣𝐹
2𝑑𝑠

𝑢 tg
[︀
𝜑𝜂(𝑞)− 𝜑𝜂′(𝑞)

]︀
.

В присутствии спин-расщепляющего поля и спин-орбитального взаимодействия

мы вычисляем как температуру сверхпроводящего перехода

𝑇𝑐 = max
𝑞

[𝑇𝑐(𝑞)] (3.19)
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так и импульс куперовской пары 𝑞 = 𝑄, соответствующий максимальной 𝑇𝑐.

Важно отметить, что анализ зависимостей 𝑄(𝛼,ℎ), полученных из резуль

татов численного моделирования, содержит важную информацию о структуре

соответствующего феноменологического описания. В частности, такого рода

анализ может быть использован для обоснования инварианта Лифшица в плот

ности свободной энергии Гинзбурга-Ландау и указать диапазон параметров,

для которого такое описание справедливо. Идея состоит в следующем [201].

Подставляя профиль сверхпроводящего параметра порядка (3.4) в выражение

для плотности свободной энергии с инвариантом Лифшица

𝑓(r) = −𝑎
(︁
𝑇𝑐 − 𝑇

)︁
|∆|2 + 𝛽

2
|∆|4 + 𝛾|p∆|2 (3.20)

+𝜖(n× nℎ) [∆
*(p∆) + c.𝑐.] .

мы получаем сдвиг критической температуры сверхпроводящего перехода

𝑇𝑐(𝑞) = 𝑇𝑐 −
𝛾

𝑎

(︂
𝑞 +

𝜖

𝛾

)︂2

+
𝜖2

𝑎𝛾
. (3.21)

Здесь 𝑎, 𝛽, 𝛾 - стандартные коэффициенты теории Гинзбурга-Ландау, и 𝑇𝑐 =

𝑇𝑐(𝑞 = 0). В результате, импульс куперовской пары, соответствующий макси

мальной критической температуре 𝑄 пропорционален инварианту Лифшица, а

сдвиг 𝑇𝑐 оказывается квадратичным по 𝑄

𝜖 = −𝛾𝑄 , (3.22а)

𝛿𝑇𝑐(𝑄) ≡ 𝑇𝑐(𝑄)− 𝑇𝑐(0) =
𝛾

𝑎
𝑄2 . (3.22б)

Возможные отклонения зависимости 𝛿𝑇𝑐(𝑄), полученной в рамках микроско

пической теории, от поведения (3.22б), свидетельствует о нарушении исходных

предположений (3.20) и, таким образом, корректное феноменологическое опи

сание обратного эффекта близости должно содержать высшие по градиентам

слагаемые в функционале Гинзбурга-Ландау.
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3.3 Влияние спин расщепляющего поля и спин-орбитального

взаимодействия в ферромагнетике на свойства сверхпроводящего

слоя. Качественная картина

В данном разделе представлены качественные аргументы, проясняющие

совместный эффект спин-расщепляющего поля и спин-орбитального взаимо

действия на критическую температуру сверхпроводящего перехода и импульс

куперовской пары. Достаточно простые объяснения спин-зависимых эффектов,

рассматриваемых в данной работе, следуют из того обстоятельства, что в усло

виях эффекта близости в сверхпроводящем слое наводится спин-расщепляющее

поле и спин-орбитальное взаимодействие. Схематичные изображения поверхно

стей Ферми для двумерных спин-отщепленных подзон (движение электронов

поперек плоскости слоя заквантовано) показаны на Рис. 3.2.

Для простоты сперва обсудим поведение 𝑇𝑐 для пространственно-одно

родного сверхпроводящего состояния. Из Рис. 3.2(a) можно видеть, что в

отсутствии спин-орбитального взаимодействия спин-синглетные куперовские

пары формируются электронами из разных спиновых подзон (межзонные

сверхпроводящие корреляции). Данный режим соответствует 𝑤i𝑛𝑡𝑒𝑟 = 1 в

уравнении (3.8). Зависимость фаз рассеяния электронов от спина приводит

к достаточно сильному подавлению 𝑇𝑐 при увеличении ℎ и сопровождается

появлением спин-триплетных сверхпроводящих корреляций нечетных по ма

цубаровской частоте. В обратном предельном случае, для ℎ = 0, 𝛼 ̸= 0

спин-синглетные куперовские пары образуют электроны из одинаковых спино

вых подзон (внутризонные пары) (см. Рис. 3.2(c)), а соответствующие фазы

рассеяния от спиновой степени свободы не зависят. В этом случае, эффект

спин-орбитального взаимодействия состоит только в сдвиге химпотенциала

примыкающего слоя 𝜇𝑓 на величину 𝑚𝑓𝛼
2. Для типичной экспериментальной

ситуации 𝑚𝑓𝛼
2 ≪ 𝜇𝑠, и, таким образом, отдельный эффект спин-орбитального

взаимодействия на 𝑇𝑐 пренебрежимо мал.

Для конечных значений ℎ и 𝛼 в системе присутствуют как внутризонные,

так и межзонные спин-синглетные куперовские пары. Их относительные доли
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на Ферми поверхности S слоя

𝑊i𝑛𝑡𝑒𝑟 = ⟨𝑤i𝑛𝑡𝑒𝑟⟩k , (3.23а)

𝑊i𝑛𝑡𝑟𝑎 = 1−𝑊i𝑛𝑡𝑒𝑟 . (3.23б)

определяются отношением ℎ/𝛼𝑘𝐹 . Таким образом, в пределе ℎ ≫ 𝛼𝑘𝐹 (ℎ ≪
𝛼𝑘𝐹 ) спин-синглетные куперовские пары в системе преимущественно межзон

ные (внутризонные). Из качественного анализа уравнений (3.10), (3.11), (3.12а),

и (3.13) можно видеть, что обменное (или зеемановское) поле разрушает как

внутризонные, так и межзонные пары. Однако, сильнее подавляются меж

зонные сверхпроводящие корреляции. Исходя из этого наблюдения, можно

ожидать, что спин-орбитальное взаимодействие должно частично компенсиро

вать распаривающий эффект обменного (или зеемановского) поля 𝑇𝑐(𝛼𝑘𝐹 ≫
ℎ,ℎ) ⩾ 𝑇𝑐(𝛼 = 0,ℎ). Довольно простое выражение, описывающее поведение

𝑇𝑐(𝛼𝑘𝐹 ,ℎ) может быть получено из уравнения (3.8) с помощью расцепления

средних по поверхности Ферми⟨
𝑤i𝑛𝑡𝑟𝑎

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂

⟩
k

≈ 𝑊i𝑛𝑡𝑟𝑎

⟨
1

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂

⟩
k

, (3.24а)⟨
𝑤i𝑛𝑡𝑒𝑟

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂

⟩
k

≈ 𝑊i𝑛𝑡𝑒𝑟

⟨
1

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂

⟩
k

, (3.24б)

и пренебрегая зависимостью фаз рассеяния от энергии спин-орбитального вза

имодействия при изменении 𝛼𝑘𝐹 от нуля до 𝛼𝑘𝐹 ≫ ℎ. Здесь 𝜂 = −𝜂. В
результате, мы получаем следующее выражения для критической температуры

𝑇𝑐(𝛼𝑘𝐹 ,ℎ)

𝑇𝑐0
= (3.25)[︂

𝑇𝑐(𝛼 = 0,ℎ)

𝑇𝑐0

]︂𝑊i𝑛𝑡𝑒𝑟
[︂
𝑇𝑐(𝛼𝑘𝐹 ≫ ℎ,ℎ)

𝑇𝑐0

]︂𝑊i𝑛𝑡𝑟𝑎

,

которое находится в хорошем качественном согласии с результатами числен

ного моделирования.

Обсудим теперь поведение импульса куперовских пар в системе центра

масс вблизи сверхпроводящей критической температуры в зависимости от

зонных параметров примыкающего слоя. Приведенное в данном разделе обсуж

дение касается только внутризонных сверхпроводящих корреляций в то время,

как влияние межзонных корреляций на пространственную структуру сверхпро

водящего параметра порядка должно проявляться при низких температурах.
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Рисунок 3.2 — Схематичное изображение двумерных поверхностей Ферми в

несверхпроводящем состоянии S слоя (движение электронов поперек плоскости

слоя заквантовано). Панели (a), (b), (c) соответствуют предельным случаям

ℎ ≫ 𝛼𝑘𝐹 , ℎ ∼ 𝛼𝑘𝐹 , ℎ ≪ 𝛼𝑘𝐹 , соответственно. Стрелками показана спиновая

поляризация электронных состояний. Здесь 𝑘𝐹 - импульс Ферми в несверхпро

водящем состоянии S слоя. Векторы Q𝜂 с 𝜂 = ± на панели (b) показывают

разницу импульса куперовских пар в разных спиновых подзонах.

Во-первых, из Рис. 3.2(b) можно видеть, что при ℎ ∼ 𝛼𝑘𝐹 для каждой гели

коидальной подзоны с 𝜂 = ± может быть выгодно образование неоднородного

сверхпроводящего состояния с конечным импульсом куперовской пары Q𝜂 в

противоположных направлениях 𝜂(n × nℎ). В свою очередь, полный импульс

появляется из-за конкуренции между двумя геликоидальными подзонами, и

разница плотности состояний между геликоидальными подзонами на уровне

Ферми в нормальном состоянии S слоя необходима, чтобы получить отличный

от нуля ответ для импульса [153]. В частности, из-за этого обстоятельства мож

но ожидать, что при заданных ℎ и 𝛼𝑘𝐹 импульс пары должен существенно

зависеть от значения химпотенциала в примыкающем слое 𝜇𝑓 . Во-вторых, пре

образованию ℎ→ −ℎ или 𝛼 → −𝛼 соответствует замена 𝑘𝑦 → −𝑘𝑦 на Рис. 3.2.
Таким образом, мы получаем, что результирующий импульс пары должен удо

влетворять следующим симметрийным соотношениям:

𝑄(𝛼,ℎ) = −𝑄(−𝛼,ℎ) , (3.26а)

𝑄(𝛼,ℎ) = −𝑄(𝛼,− ℎ) . (3.26б)

В-третьих, из Рис. 3.2(a) и 3.2(c) можно видеть, что импульс пары 𝑄 дол

жен исчезать в двух предельных случаях ℎ ≫ 𝛼𝑘𝐹 и ℎ ≪ 𝛼𝑘𝐹 . Из данного
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обстоятельства следует, что зависимости 𝑄(ℎ) и 𝑄(𝛼𝑘𝐹 ) должны быть иметь

возвратный характер (можно ожадать максимум max |𝑄| при ℎ ∼ 𝛼𝑘𝐹 ).

3.4 Результаты численного моделирования

В данном разделе представлены результаты численного моделирования.

Возникновение спин-зависимых эффектов, рассматриваемых в данной работе,

проиллюстрировано для набора параметров 𝑚𝑓/𝑚𝑠 = 1 и 𝑈0 = 0. Влияние при

мыкающего слоя на сверхпроводящую критическую температуру, естественно,

уменьшается при увеличении толщины сверхпроводящего слоя и/или усилении

не зависящего от спина рассеяния для квазичастиц на интерфейсе между дву

мя материалами.

(a) (b)

Рисунок 3.3 — (a) Сверхпроводящая критическая температура 𝑇𝑐 в зависимо

сти от энергии спин-орбитального взаимодействия 𝛼𝑘𝐹 для ℎ = 0, 100, 200,

300, 400. Тонкими сплошными линиями показаны результаты уравнения (3.25).

(b) Зависимости импульса куперовских пар 𝑄(ℎ) для 𝛼𝑘𝐹/𝑇𝑐0 = 50, 100, 150,

200. Результаты получены для набора параметров: 𝜇𝑠/𝑇𝑐0 = 104, 𝜇𝑓 = 0,

𝑑𝑠𝑇𝑐0/𝑣𝐹 = 0.01, и 𝑑𝑓 = 5𝑑𝑠. Здесь 𝑣𝐹 - скорость Ферми в нормальном состоя

нии сверхпроводника, и 𝑇𝑐0 соответствует критической температуре объемного

сверхпроводника.

Типичное поведение сверхпроводящей критической температуры в зави

симости от спин-зависимых полей в примыкающем слое показано на Рис. 3.3.
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Результаты получены для следующего набора параметров: 𝜇𝑠/𝑇𝑐0 = 104, 𝜇𝑓 = 0,

𝑑𝑠𝑇𝑐0/𝑣𝐹 = 0.01, и 𝑑𝑓 = 5𝑑𝑠. Заметим, что для выбранного значения 𝜇𝑓 резуль

таты при слабых (ℎ ⩽ 𝑇𝑐0) и сильных (ℎ ≫ 𝑇𝑐0) спин-расщепляющих полях

относятся к гибридным структурам сверхпроводник/полупроводник и сверх

проводник/полностью поляризованный по спину металл, соответственно. Серия

графиков 𝑇𝑐(𝛼𝑘𝐹 ) для разных значений спин-расщепляющего поля ℎ показаны

на Рис. 3.3(a). Можно видеть, что в отсутствии обменного поля спин-орби

тальное взаимодействие практически не влияет на критическую температуру.

Увеличение ℎ от нуля приводит к достаточно сильному подавлению 𝑇𝑐, которое

частично компенсируется за счет спин-орбитального взаимодействия. Сплош

ные линии на Рис. 3.3(a) соответствуют результатам формулы (3.25). Типичные

графики 𝑇𝑐(ℎ) на Рис. 3.3(b), полученные для ряда значений энергии спин-орби

тального взаимодействия, показывают уменьшение наклона зависимостей 𝑇𝑐(ℎ)

при увеличении 𝛼𝑘𝐹 . Как было объяснено в предыдущем разделе, такой компен

сационный эффект происходит из-за появления внутризонных спин-синглетных

куперовских пар в сверхпроводящем слое, для которых распаривающий эффект

обменного поля оказывается слабее. Заметим также, что для обеих панелей на

Рис. 3.3 мы получаем, что |𝑄|𝑣𝐹/2𝑇𝑐0 < 0.05, и повышение сверхпроводящей

критической температуры 𝑇𝑐 для модулированного сверхпроводящего состоя

ния 𝛿𝑇𝑐(𝑄)/𝑇𝑐0 < 10−3.

Интересно отметить, что качественные аргументы касательно поведения

𝑇𝑐 также справедливы для тонких сверхпроводящих пленок с наведенным

спин-орбитальным взаимодействием, находящихся в сильном продольном маг

нитном поле. В этой связи, наши результаты также проясняют ослабление

парамагнитного эффекта для электронов в тонкой сверхпроводящей пленке,

находящейся в контакте со слоем тяжелого металла с сильным спин-орбиталь

ным взаимодействием. Заметим, что проявление данного эффекта в контексте

сверхпроводящего эффекта близости в гибридных структурах полупроводник

сверхпроводник было проаналазировано в недавних экспериментах [202], в

которых было показано, что нанопровода InSb/Al/Pt могут оставаться в сверх

проводящем состоянии в магнитных полях до 7 T.

Перейдем теперь к обсуждению поведения импульса куперовской пары

в системе центра масс. Результирующий импульс 𝑄, действительно, оказы

вается чувтствительным к положению химпотенциала в примыкающем слое.

Типичные зависимости 𝑄(𝜇𝑓) для ряда значений ℎ показаны на Рис. 3.4(a).
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Рисунок 3.4 — (a) Импульс куперовской пары 𝑄 как функция химпотенциала

в примыкающем слое 𝜇𝑓 для нескольких значений спин-расщепляющего поля

ℎ/𝑇𝑐0 = 50, 100, 150. (b) Модуль разности плотностей электронных состояний в

геликоидальных подзонах на уровне Ферми S слоя в нормальном состоянии 𝜈𝑠𝜂

(𝜂 = ±) в зависимости от 𝜇𝑓 для ℎ/𝑇𝑐0 = 50, 100, 150. Результаты получены для

набора параметров 𝜇𝑠/𝑇𝑐0 = 103, 𝑑𝑠𝑇𝑐0/𝑣𝐹 = 0.05, 𝑑𝑓 = 4𝑑𝑠 и 𝛼𝑘𝐹/𝑇𝑐0 = 200.

Соответствующие результаты получены для набора параметров 𝜇𝑠/𝑇𝑐0 = 103,

𝑑𝑠𝑇𝑐0/𝑣𝐹 = 0.05, 𝑑𝑓 = 4𝑑𝑠 и 𝛼𝑘𝐹/𝑇𝑐0 = 200. Диапазон параметров |𝜇𝑓 | <
ℎ относится к гетероструктурам сверхпроводник/металл с полной спиновой

поляризацией, а случай 𝜇𝑓 < −ℎ (𝜇𝑓 > ℎ) соответствует структуре сверхпро

водник/ферромагнитный изолятор (ферромагнитный металл). Можно видеть,

что при заданном обменном поле зависимости 𝑄(𝜇𝑓) являются немонотонны

ми, и |𝑄| достигает максимального значения, когда нижняя спиновая подзона

ферромагнетика пересекает уровень Ферми, а дно верхней спиновой подзоны

располагается выше уровня Ферми. Такое поведение импульса отражает кон

куренцию спин-отщепленных геликоидальных подзон, для которых выгодно

неоднородное сверхпроводящее состояние с конечным импульсом куперовской

пары разной величины и в противоположных направлениях. Ненулевая разница

плотностей электронных состояний в спин-отщепленных геликоидальных под

зонах на уровне Ферми S слоя в нормальном состоянии 𝜈𝑠𝜂 (𝜂 = ±) необходима,
чтобы получить ненулевой ответ. В рамках теоретического подхода, использо

ванного в данной работе, можно показать, что эта разность пропорциональна

среднему по поверхности Ферми от следующего выражения:

|𝛿𝜈𝑠| ≡ |𝜈𝑠+ − 𝜈𝑠−| ∝
⟨
sin(2𝜑+)− sin(2𝜑−)

𝑘𝑧𝑑𝑠

⟩
k

. (3.27)
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Рисунок 3.5 — Панели (a) и (b) показывают зависимости импульса куперовских

пар 𝑄 и log10(𝑄
2) от величины спин-расщепляющего поля ℎ в примыкаю

щем слое для некскольких значений энергии спин-орбитального взаимодействия

𝛼𝑘𝐹/𝑇𝑐0 = 50, 100, 150, 200. (c) Графики 𝛿𝑇𝑐(𝑄
2) в двойном логарифмиче

ском масштабе. Результаты получены для набора параметров 𝜇𝑠/𝑇𝑐0 = 103,

𝜇𝑓/𝑇𝑐0 = −120, 𝑑𝑠𝑇𝑐0/𝑣𝐹 = 0.05 и 𝑑𝑓 = 4𝑑𝑠. Здесь 𝛿𝑇𝑐(𝑄) ≡ 𝑇𝑐(𝑄)− 𝑇𝑐(0).
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Типичное поведение |𝜈𝑠+ − 𝜈𝑠−| в зависимости от 𝜇𝑓 показано на Рис. 3.4(b).

Из полученных результатов можно видеть, что немонотонные зависимости

|𝛿𝜈𝑠(𝜇𝑓)|, отслеживающие особенности плотности состояний в ферромагнетике,
обеспечивают качественное объяснение немонотонного поведения 𝑄(𝜇𝑓), пока

занного на Рис. 3.4(a).

Зависимости импульса куперовских пар от величины спин-расщепляю

щего поля в примыкающем слое показаны на Рис. 3.5(a). Представленные

результаты получены для набора параметров 𝜇𝑠/𝑇𝑐0 = 103, 𝜇𝑓/𝑇𝑐0 = −120,

𝑑𝑠𝑇𝑐0/𝑣𝐹 = 0.05 и 𝑑𝑓 = 4𝑑𝑠. Из Рис. 3.5(a) можно видеть, что в слу

чае слабых спин-расщепляющих полей ℎ импульс пар является линейной

функцией ℎ, и наклон зависимостей 𝑄(ℎ) является линейной функцией кон

станты спин-орбитального взаимодействия. Такое поведение согласуется с

наличием инварианта Лифшица ∝ 𝛼ℎ в плотности свободной энергии Гин

збурга-Ландау. В согласии с качественными аргументами, представленными в

разделе 3.3, зависимости 𝑄(ℎ) демонстрируют возвратное поведение, и макси

мумmaxℎ |𝑄(ℎ)| сдвигается в сторону более сильных спин-расщепляющих полей
при увеличении энергии спин-орбитального взаимодействия. Панели (b) и (c)

на Рис. 3.5 показывают соответствующие зависимости log10[𝑄
2(ℎ)] и 𝛿𝑇𝑐(𝑄

2)

в двойном логарифмическом масштабе для выбранного диапазона обменных

полей ℎ/𝑇𝑐0 ∈ [−200,200]. Согласно уравнению (3.22), для функционала Гин

збурга-Ландау (3.20) log10[𝛿𝑇𝑐(𝑄)] должна быть линейной функцией log10(𝑄
2).

Графики на Рис. 3.5(b) и 3.5(c) показывают, что сдвиг критической тем

пературы для пространственно-неоднородного сверхпроводящего состояния,

действительно, квадратичен по 𝑄 в случае малых ℎ и отклоняется от квадра

тичной зависимости в случае достаточно сильных обменных полей ℎ. Таким

образом, результаты, представленные на Рис. 3.5(a) и 3.5(c) обеспечивают

микроскопическое обоснование феноменологического описания (3.20), а также

указывают на диапазон обменных полей в примыкающем слое, для которых

такое описание справделиво. Наши численные расчеты также указывают на

возможность появления в системе невзаимных транспортных свойств. В част

ности, для достаточно сильных спин-расщепляющих полей ℎ мы наблюдаем

появление антисимметричной компоненты функции 𝑇𝑐(𝑄 + 𝑞) как функции 𝑞,

что указывает на возможность появления в системе сверхпроводящего диодного

эффекта, а именно анизотропии критического тока (см., например, [116; 117]).
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Заметим также, что в диапазоне параметров, рассмотренных в данной

работе, увеличение сверхпроводящей критической температуры для модули

рованного сверхпроводящего состояния 𝛿𝑇𝑐/𝑇𝑐0 < 10−3. В этой связи, в

присутствии обменного поля и спин-орбитального взаимодействия, невзаимные

транспортные свойства должны проявляться при пределе низких температурах,

анализ которого выходит за рамки данной работы. Тем не менее, выполненные

расчеты указывают на то, что усиление невзаимных эффектов возможно при

выполнении следующих условий. Во-первых, ферромагнетик должен иметь до

статочно сильное спиновое расщепление, что является типичной ситуацией в

случае систем сверхпроводник/полностью поляризованный по спину металл.

Во-вторых, требуется оптимальное значение энергии спин-орбитального взаи

модействия 𝛼𝑘𝐹 ∼ ℎ.

3.5 Выводы

Таким образом, в данной главе изучены особенности обратного эффекта

близости в планарных гибридных структурах, состоящих из тонкой сверх

проводящей пленки в контакте с материалом с сильным обменным (или

зеемановским) полем и спин-орбитальным взаимодействием Рашбы. Показано,

что спин-орбитальное взаимодействие приводит к частичной компенсации рас

паривающего эффекта обменного поля. Причина данного поведения состоит в

возникновении внутризонных сверхпроводящих корреляций в сверхпроводнике,

для который эффект обменного поля становится слабее. Продемонстрировано,

что спин-орбитальное взаимодействие стабилизирует неоднородные сверхпро

водящия состояния с конечным импульсом куперовских пар в системе центра

масс, исследовано поведение импульса пары в зависимости от параметров

гибридной структуры. Полученные результаты представляют собой микроско

пическое обоснование теории типа Гинзбурга-Ландау с инвариантом Лифшица

для широкого класса сверхпроводящих гибридных систем, а также указывают

на область применимости соответствующих феноменологических моделей.
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Заключение

Таким образом, в настоящей диссертационной работе получены следую

щие основные результаты.

1. Показано, что конкуренция нормального и андреевского отражения в

полупроводниковых нанопроводах, полностью покрытых сверхпроводя

щей оболочкой, приводит к появлению квазичастичных мод волновод

ного типа. Продемонстрировано, что наличие аккумуляционного слоя

для кввазичастиц вблизи интерфейса полупроводник/сверхпроводник

может приводить к возвратному поведению щели в спектре возбужде

ний при изменении внешнего магнитного потока в пределах заданного

вихревого состояния.

2. Для полупроводниковых нанопроводов, полностью покрытых сверх

проводящей оболочкой, изучены эффекты спин-орбитального взаимо

действия Рашбы, вызванного радиальными электрическими полями

на интерфейсе. Установлен критерий появления майорановских мод

в таких системах, получено аналитическое выражение для волновой

функции этих мод, определен их пространственный масштаб.

3. Изучены особенности джозефсоновского транспорта в контактах с ис

кривленным майорановским нанопроводом в области слабой связи.

Исследовано поведение спонтанной разности фаз в берегах контак

та в основном состоянии при изменении спин-расщепляющего поля,

переводящего нанопровод из топологически тривиальной в топологиче

ски нетривиальную фазу. Продемонстрировано возникновение в таких

контактах сверхпроводящего диодного эффекта: зависимости критиче

ского тока от направления пропускаемого тока.

4. Исследованы особенности обратного эффекта близости в планарных

гибридных структурах, состоящих из тонкой сверхпроводящей пленки

в контакте с материалом с сильным обменным полем и спин-орби

тальным взаимодействием Рашбы. Показано, что спин-орбитальное

взаимодействие частично компенсирует распаривающий эффект обмен

ного поля и стабилизирует неоднородные сверхпроводящие состояния

с конечным импульсом куперовских пар в системе центра масс. Рассчи

таны зависимости импульса пары от параметров гибридной структуры.
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Приложение А

А.1 Вывод уравнения (1.1)

В данном разделе приводится вывод уравнения (1.1) в основном тексте.

В случае Φ ≲ Φ0 и для плоского профиля дна зоны проводимости в полупро

водниковом коре, решения (1.6) имеют вид

Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) =

[︃
𝑓+𝜇,𝑘𝑧(𝑟)

𝑓−𝜇,𝑘𝑧(𝑟)

]︃
, (А.1а)

𝑓+𝜇,𝑘𝑧(𝑟) = 𝐶+𝐽|𝜇𝑒| (κ𝑒𝑟) , (А.1б)

𝑓−𝜇,𝑘𝑧(𝑟) = 𝐶−𝐽|𝜇ℎ| (κℎ𝑟) , (А.1в)

ℏ2κ2
𝑒

2𝑚* = 𝐸𝑐
⊥ + 𝐸 − 𝜇𝑒ℏ𝜔𝑐/2 , (А.1г)

ℏ2κ2
ℎ

2𝑚* = 𝐸𝑐
⊥ − 𝐸 + 𝜇ℎℏ𝜔𝑐/2 , (А.1д)

где 𝐶± - действительные постоянные, 𝐽𝜇(𝑥) - функция Бесселя первого рода

порядка 𝜇, 𝜇𝑒,ℎ = (𝜇 ∓ 𝑛/2), 𝐸𝑐
⊥ = (𝐸𝑐

𝐹 − 𝑝2𝑧/2𝑚
*), и 𝐸𝑐

𝐹 - энергия Ферми для

электронов в коре. Используя асимптотическую форму функций Бесселя при

больших аргументах [81; 82] и сшивая радиальную часть волновой функции на

интерфейсе ПП/СП с помощью матрицы рассеяния, которая учитывает андре

евское и нормальное отражение, мы получаем следующее уравнение на спектр

подщелевых состояний квазичастиц:

𝑒2𝑖𝛼
[︀
ℛ2 −ℛ(𝑒−2𝑖𝜙𝑒 + 𝑒2𝑖𝜙ℎ) + 𝑒−2𝑖𝜙𝑒+2𝑖𝜙ℎ

]︀
− (А.2а)

𝑒−2𝑖𝜙𝑒+2𝑖𝜙ℎℛ2 +ℛ(𝑒−2𝑖𝜙𝑒 + 𝑒2𝑖𝜙ℎ)− 1 = 0 ,

𝜙𝑒 ≈
κ𝑒

𝑘⊥

(︂
𝑘⊥𝑅𝑐 +

𝜇2𝑒
2𝑘⊥𝑅𝑐

− 𝜋

2
|𝜇𝑒|
)︂
− 𝜋/4 , (А.2б)

𝜙ℎ ≈ κℎ

𝑘⊥

(︂
𝑘⊥𝑅𝑐 +

𝜇2ℎ
2𝑘⊥𝑅𝑐

− 𝜋

2
|𝜇ℎ|
)︂
− 𝜋/4 . (А.2в)

Здесь ℛ - коэффициент нормального отражения по амплитуде (для простоты

мы будем считать ℛ действительным), 𝛼 = arccos (𝐸/|∆|). В случае доминиру



100

ющего андреевского отражения ℛ = 0 мы получем уравнение

𝑒2𝑖𝛼−2𝑖𝜙𝑒+2𝑖𝜙ℎ − 1 = 0 , (А.3)

которое в пределе |𝐸| ≪ 𝐸𝑐
⊥, |∆| имеет хорошо известное решение, описываю

щее спектр Кароли - де Жена - Матрикона [81]:

𝐸(0)(𝜇,𝑘𝑧) = 𝜔0𝜇 . (А.4)

В линейном порядке по ℛ спектр модифицируется следующим обра

зом [163—165]:

𝐸(𝜇,𝑘𝑧) = 𝐸(0)(𝜇,𝑘𝑧)− 𝛿 sin(2𝑘𝑐⊥𝑅𝑐 − 𝜋𝜇) , (А.5)

где 𝛿 = 2|∆|ℛ. Добавляя сдвиг уровней, вызванный орбитальным эффектом

магнитного поля (так называемые доплеровский сдвиг) 𝜇𝜔𝐻/2 и эффектом

Зеемана 𝑉𝑍 , мы получаем выражение (1.1) в основном тексте. Для полноты

приведем также зависимость вероятности нормального отражения от границы

ПП/СП ℛ2(𝑘𝑧) при достаточно больших толщинах оболочки 𝑑𝑠 ≳ 𝜉

ℛ2(𝑘𝑧) =

[︂
𝑍(𝑘𝑧)− 1

𝑍(𝑘𝑧) + 1

]︂2
, 𝑍(𝑘𝑧) =

𝑘𝑐⊥𝑚𝑠

𝑘𝑠⊥𝑚
* . (А.6)

Здесь 𝑘𝑠⊥ =
√︀

(𝑘𝑠𝐹 )
2 − 𝑘2𝑧 , и ℏ𝑘𝑠𝐹 - импульс Ферми в несверхпроводящем состо

янии оболочки.

А.2 Вывод граничных условий для волновой функции

квазичастиц в полупроводниковом коре на интерфейсе

полупроводник/сверхпроводник

Данный раздел посвящен выводу граничных условий для волновой функ

ции квазичастиц вблизи границы полупроводник/сверхпроводник. Пренебрегая

спин-орбитальным взаимодействием, решения уравнений БдЖ (1.2) в сверхпро

водящей оболочке могут быть представлены в форме (1.5), а радиальная часть

ищется в виде [81; 82]:

Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) = 𝑔𝜇,𝑘𝑧(𝑟)𝐻
(1)
𝑙 (𝑘𝑠⊥𝑟) + c.c. . (А.7)
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Здесь 𝑔𝜇,𝑘𝑧(𝑟) - медленно меняющаяся огибающая, 𝐻
(1)(2)
𝑙 (𝑥) - функции Ханкеля

первого и втого родя порядка 𝑙 =
√︀
𝜇2 + 𝑛2/4. Мы используем квазиклассиче

скую форму функции Ханкеля [82]:

𝐻
(1)
𝑙 (𝑘𝑠⊥𝑟) ∼ exp

(︂
𝑖

∫︁ 𝑟

𝑟𝑡

𝛽(𝑟′)𝑑𝑟′
)︂⧸︂

(𝑟2 − 𝑟2𝑡 )
1/4 , (А.8а)

𝛽(𝑟) = (𝑘𝑠⊥/𝑟)
(︀
𝑟2 − 𝑟2𝑡

)︀1/2
, (А.8б)

где 𝑟𝑡 = 𝑙/𝑘𝑠⊥ - точка поворота. Подставляя (5) и (А.7) в (2), мы получаем

следующее уравнение на огибающую, записанное в безразмерных переменных

−2𝑖𝜏𝑧
𝑑𝑔𝜇,𝑘𝑧
𝑑𝑥

+ 𝜏𝑥𝑔𝜇,𝑘𝑧 = Λ𝑔𝜇,𝑘𝑧 , (А.9а)

𝑥 =
(︀
2𝑚𝑠|∆|/ℏ2𝑘𝑠⊥

)︀ (︀
𝑟2 − 𝑟2𝑡

)︀1/2
, (А.9б)

решение которого имеет вид

𝑔𝜇,𝑘𝑧(𝑥) = 𝐶1

(︃
1

𝑒𝑖𝜙𝑠

)︃
𝑒𝜁𝑥/2 + 𝐶2

(︃
1

𝑒−𝑖𝜙𝑠

)︃
𝑒−𝜁𝑥/2 . (А.10)

В приведенных выше выражениях Λ = �̃�/|∆|, �̃� = 𝐸 − 𝜇ℏ𝑉𝑠(𝑅𝑐)/𝑅𝑐, 𝑉𝑠(𝑅𝑐) =

(ℏ/2𝑚𝑠𝑅𝑐)(Φ/Φ0 − 𝑛), 𝐶1,2 - произвольные постоянные, 𝜙𝑠 = arccos(�̃�/𝜁), и

𝜁 =
√
1− Λ2. Уравнение (А.9) справедливо в случае 𝑑𝑠 ≪ 𝑅𝑐, 𝜉. Накладывая

жесткие граничные условия на волновую функцию квазичастиц при 𝑟 = 𝑅, где

𝑅 = 𝑅𝑐+ 𝑑𝑠 - радиус гибридного нанопровода, мы исключаем пару комплексно

сопряженных коэффициентов и получаем

Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑟) =

[︃
𝑢𝑠𝜇,𝑘𝑧(𝑟)

𝑣𝑠𝜇,𝑘𝑧(𝑟)

]︃
, (А.11)
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где

𝑢𝑠𝜇,𝑘𝑧(𝑟) = 𝐶1

[︂
𝑒𝜆/2𝐻

(1)
𝑙 −𝐾𝐻

(2)
𝑙

(︁
κ2𝑒

𝜆*/2 + κ1𝑒
−𝜆*/2

)︁]︂
(А.12а)

+𝐶2

[︂
𝑒−𝜆/2𝐻

(1)
𝑙 −𝐾𝐻

(2)
𝑙

(︁
κ1𝑒

𝜆*/2 + κ2𝑒
−𝜆*/2

)︁]︂
,

𝑣𝑠𝜇,𝑘𝑧(𝑟) = 𝐶1

{︂
(Λ + 𝑖𝜁)𝐻

(1)
𝑙 𝑒𝜆/2 (А.12б)

−𝐾𝐻(2)
𝑙

[︁
κ2 (Λ− 𝑖𝜁*) 𝑒𝜆

*/2 + κ1 (Λ + 𝑖𝜁*) 𝑒−𝜆*/2
]︁}︂

+𝐶2

{︂
(Λ− 𝑖𝜁)𝐻

(1)
𝑙 𝑒−𝜆/2

−𝐾𝐻(2)
𝑙

[︁
κ1 (Λ− 𝑖𝜁*) 𝑒𝜆

*/2 + κ2 (Λ + 𝑖𝜁*) 𝑒−𝜆*/2
]︁}︂

,

𝜆(𝑟) = 𝜁[𝑥(𝑟)− 𝑥𝑅] . (А.12в)

Для краткости записи мы опускаем аргументы (𝑘𝑠⊥𝑟) функций Ханкеля и вво

дим 𝐾 = 𝐻
(1)
𝑙 (𝑘𝑠⊥𝑅)/𝐻

(2)
𝑙 (𝑘𝑠⊥𝑅), 𝜁

′ = R𝑒(𝜁), 𝜁 ′′ = I𝑚(𝜁), κ1 = 𝜁 ′/𝜁*, κ2 = 1−κ1,

𝑥𝑅 = 𝑥(𝑅), а 𝑥(𝑟) определена уравнением (А.9б). Полученное решение вблизи

интерфейса сверхпроводник/полупроводник может быть переписано в матрич

ном виде

Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑅𝑐 + 0) = ℬ̌𝐶 , (А.13)

где 𝐶 = [𝐶1,𝐶2]
𝑇 , и матричные элементы ℬ̌ легко находятся из (А.12). В пределе

𝑘𝑠⊥𝑅𝑐 ≫ 1 и |𝜇| ≪ 𝑘𝑠⊥𝑅𝑐, производная волновой функции на интерфейсе может

быть представлена в виде

𝑑Ψ𝜇,𝑘𝑧

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝑐+0

= 𝒜𝐶 , (А.14)

где

𝒜11 = 𝑖𝛽𝑐𝑒
𝜆𝑐/2𝐻

(1)
𝑙 + 𝑖𝛽𝑐𝐾𝐻

(2)
𝑙

(︁
κ2𝑒

𝜆*
𝑐/2 + κ1𝑒

−𝜆*
𝑐/2
)︁
, (А.15а)

𝒜22 = 𝑖𝛽𝑐(Λ− 𝑖𝜁)𝑒−𝜆𝑐/2𝐻
(1)
𝑙 + 𝑖𝛽𝑐𝐾𝐻

(2)
𝑙 (А.15б)[︁

κ1(Λ− 𝑖𝜁*)𝑒𝜆
*
𝑐/2 + κ2(Λ + 𝑖𝜁*)𝑒−𝜆*

𝑐/2
]︁
,

𝒜12 = 𝒜11 (𝜁 → −𝜁) , (А.15в)

𝒜21 = 𝒜22 (𝜁 → −𝜁) . (А.15г)
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Здесь 𝜆𝑐 = 𝜆(𝑅𝑐), функция 𝜆(𝑟) определена в (А.12в), и 𝛽𝑐 = (𝑘𝑠⊥/𝑅𝑐)
√︀
𝑅2

𝑐 − 𝑟2𝑡 .

Наконец, комбинируя (А.13) и (А.14)

𝑑Ψ𝜇,𝑘𝑧

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝑐+0

= 𝒜ℬ̌−1Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑅𝑐) , (А.16)

и используя правила сшивки

Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑅𝑐 − 0) = Ψ𝜇,𝑘𝑧(𝑅𝑐 + 0) , (А.17а)

𝑑Ψ𝜇,𝑘𝑧

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝑐−0

=

(︂
𝑚*

𝑚𝑠

)︂
𝑑Ψ𝜇,𝑘𝑧

𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅𝑐+0

, (А.17б)

мы получаем граничные условия для волновой функции квазичастиц на интер

фейсе полупроводник/сверхпроводник (1.12).
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Приложение Б

Б.1 Детали численного моделирования джозефсоновского

транспорта

В данном разделе приведены детали численного моделирования. Отправ

ной точкой служит уравнения БдЖ (2.1), а геометрия задачи схематично

изображена на Рис. 2.1 (без ограничения общности, мы преполагаем, что кон

такт расположен при 𝑠 = 0). Для численных расчетов удобно использовать

формальную эквивалентность между неоднородным спин-орбитальным взаи

модействием Рашбы и неоднородным спин-расщепляющим полем [203; 204].

Производя унитарное преобразование оператора (2.1б) в спиновом простран

стве ℋ̌(𝑠) = �̌� †(𝑠)�̌�BdG(𝑠)�̌�(𝑠), где

�̌�(𝑠) = exp

[︂
𝑖𝑘𝑠𝑜

∫︁ 𝑠

0

𝑑𝑠′ �̂�𝑛(𝑠
′)

]︂
, (Б.1)

мы получаем следующую задачу на собственные значения:

ℋ̌(𝑠)Ψ̃(𝑠) = 𝐸Ψ̃(𝑠) , (Б.2а)

ℋ̌(𝑠) =

[︂
𝑝2

2𝑚
− �̃�(𝑠)

]︂
𝜏𝑧 + h(𝑠)

[︀
�̌� †(𝑠)�̂��̌�(𝑠)

]︀
(Б.2б)

+|∆| [𝜏𝑥 cos𝜙(𝑠)− 𝜏𝑦 sin𝜙(𝑠)] .

Здесь 𝑘𝑠𝑜 = 𝑚𝛼/ℏ, �̃�(𝑠) = 𝜇(𝑠)+𝑚𝛼2/2, и Ψ̃(𝑠) = �̌� †(𝑠)Ψ(𝑠). Подставляя ступен

чатый профиль для геометрической фазы 𝜒(𝑠) = 𝜒Θ(𝑠) в (Б.1), мы получаем

�̌�(𝑠) = [cos (𝑘𝑠𝑜𝑠) + 𝑖 sin (𝑘𝑠𝑜𝑠) �̂�𝑛(𝑠)] . (Б.3)

Из формы уравнений (Б.2) следует, что преобразованная волновая функция ква

зичастиц и ее производная непрерывна при 𝑠 = 0, что позволяет использовать

стандартную конечно-разностную схему для аппроксимации дифференциально

го оператора в задаче (Б.2). С другой стороны, граничные условия для исходной

задачи (2.1) включают в себя непрерывность волновой функции на контакте а
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также скачок производной

𝑑Ψ

𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
+0

−𝑑Ψ
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
−0

= �̌�Ψ(0) , (Б.4а)

�̌� = 𝑖𝑘𝑠𝑜 [�̂�𝑥 sin𝜒− �̂�𝑦 (cos𝜒− 1)] . (Б.4б)

Данные выражения показывают, что ступенчатый профиль геометричекой

фазы приводит к появлению дополнительного спин-зависящего барьера для

квазичастиц, и параметр силы барьера определяется константой спин-орбиталь

ного взаимодействия и разностью геометрических фаз.

Далее следует краткое описание конечно-разностной схемы, которая была

использована для вычисления спектра квазичастиц. Вводя пространственную

сетку 𝑠𝑗 = 𝑎𝑗, где 𝑎 - шаг сетки, а 𝑗 - целое число, конечно-разностная аппрок

симация спектральной задачи (Б.2) имеет следующий вид

𝑁∑︁
𝑙′=1

ℋ̌𝑙𝑙′Ψ̃(𝑠𝑙′) = 𝐸Ψ̃(𝑠𝑙) , (Б.5а)

ℋ̌𝑙𝑙′ =
{︀
[2𝑡− �̃�(𝑠𝑙)] 𝜏𝑧 + h(𝑠𝑙)

[︀
�̌� †(𝑠𝑙)�̂��̌�(𝑠𝑙)

]︀
(Б.5б)

+|∆| [𝜏𝑥 cos𝜙(𝑠𝑙)− 𝜏𝑦 sin𝜙(𝑠𝑙)]
}︀
𝛿𝑙,𝑙′

−𝑡𝜏𝑧(𝛿𝑙,𝑙′−1 + 𝛿𝑙,𝑙′+1) .

Здесь 𝑁 - общее число точек сетки, и 𝑡 = ℏ2/2𝑚𝑎2. В численных расчетах

длина отдельного сегмента искривленного нанопровода ℓ = 44
√︀
ℏ/𝑚|∆|, было

взято 𝑁 = 1000 точек и вычислено 400 положительных собственных значений

матрицы (Б.5б). Для того, чтобы исключить влияние размерных эффектов,

была произведена проверка устойчивости полученных результатов при увели

чении длины нанопровода. Удвоение ℓ при той же плотности точек приводит

к небольшому отклонению критического сверхтока в несколько процентов и к

несущественному отклонению аномальной фазы.
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Приложение В

В.1 Вывод нормальной функции Грина для бислоя

сверхпроводник-ферромагнетик со спин-орбитальным

взаимодействием Рашбы

В работе используется следующее определение для мацубаровских функ

ций Грина:

�̌�(x1,x2) = −
⟨︀
𝑇𝜏𝜓(x1)𝜓

†(x2)
⟩︀
. (В.1)

Здесь x = (r, 𝜏), 𝜏 - переменная мнимого времени в мацубаровской технике,

𝑇𝜏 - оператор временного упорядочения, 𝜓(x) = [𝜓↑(x),𝜓↓(x), − 𝜓†
↓(x),𝜓

†
↑(x)]

T,

and 𝜓†
𝜎(x), 𝜓𝜎(x) - фермионные операторы рождения и уничтожения в мацуба

ровском представлении, соответственно. Уравнения Горькова удобно записать

в частотном представлении

�̌�(r1,r2) =

∫︁ 1/𝑇

0

�̌�(r1,r2; 𝜏)𝑒
𝑖𝜔𝑛𝜏𝑑𝜏 , (В.2)

где 𝜏 = 𝜏1 − 𝜏2, 𝜔𝑛 = 2𝜋𝑇 (𝑛 + 1/2) - мацубаровская частота, 𝑇 - температура,

и 𝑛 - целое число.

Целью данного раздела является вывод нормальной функции Грина в

сверхпроводящем слое. Отправной точкой служит уравнения Горькова (3.5).

Предполагая трансляционную инвариантность в плоскости слоев

�̌�(r,r′) =

∫︁
𝑑2k||

(2𝜋)2
�̌�(𝑧,𝑧′)𝑒𝑖k||(r−r′) , (В.3)

уравнения для фурье компонент функции Грина при 𝑧,𝑧′ > 0 имеют вид

�̂�−1
𝑠 (𝑧)�̂�𝑠(𝑧,𝑧

′) = 𝛿(𝑧 − 𝑧′) , (В.4а)

�̂�−1
𝑠 (𝑧) = 𝑖𝜔𝑛 +

1

2𝑚𝑠

𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝜇𝑠 −

k2
||

2𝑚𝑠
. (В.4б)
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Решения (В.4), удовлетворяющие жестким граничным условиям на границе

сверхпроводник/вакуум (𝑧 = 𝑑𝑠) можно записать следующим образом:

�̂�𝑠+(𝑧,𝑧
′) ≡ �̂�𝑠(𝑧 > 𝑧′) = 𝐴+ sin[𝑘𝑠(𝑧 − 𝑑𝑠)] , (В.5а)

�̂�𝑠−(𝑧,𝑧
′) ≡ �̂�𝑠(𝑧 < 𝑧′) = 𝐴− sin[𝑘𝑠(𝑧 − 𝑑𝑠)] + �̂�− cos[𝑘𝑠(𝑧 − 𝑑𝑠)] . (В.5б)

Здесь

𝑘𝑠 =
√︁

2𝑚𝑠(𝑖𝜔𝑛 + 𝜇𝑠)− k2
|| , (В.6)

а 𝐴± и �̂�− - 2×2 матрицы, содержащие произвольные постоянные. Накладывая

граничные условия при совпадающих аргументах

�̂�𝑠+(𝑧
′,𝑧′) = �̂�𝑠−(𝑧

′,𝑧′) , (В.7а)

𝜕�̂�𝑠+

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧′

−𝜕�̂�𝑠−

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧′

= 2𝑚𝑠 (В.7б)

на решения (В.5), мы получаем систему уравнений

𝐴+ sin[𝑘𝑠(𝑧
′ − 𝑑𝑠)] = 𝐴− sin[𝑘𝑠(𝑧

′ − 𝑑𝑠)] + �̂�− cos[𝑘𝑠(𝑧
′ − 𝑑𝑠)] , (В.8а)

𝐴+ cos[𝑘𝑠(𝑧
′ − 𝑑𝑠)]− 𝐴− cos[𝑘𝑠(𝑧

′ − 𝑑𝑠)] + �̂�− sin[𝑘𝑠(𝑧
′ − 𝑑𝑠)] =

2𝑚𝑠

𝑘𝑠
. (В.8б)

Уравнения (3.5) для фурье компонент электронной функции Грина в ферро

магнетике (𝑧 < 0, 𝑧′ > 0)

�̂�−1
𝑓 (𝑧)�̂�𝑓(𝑧,𝑧

′) = 0 , (В.9а)

�̂�−1
𝑓 (𝑧) = 𝑖𝜔𝑛 +

1

2𝑚𝑓

𝜕2

𝜕𝑧2
+ 𝜇𝑓 −

k2
||

2𝑚𝑓
− ℎ�̂�𝑥 − 𝛼 (𝑘𝑥�̂�𝑦 − 𝑘𝑦�̂�𝑥) . (В.9б)

Решения (В.9), удовлетворяющие жестким граничным условиям на границе

ферромагнетик/вакуум (𝑧 = −𝑑𝑓) ищутся в виде

�̂�𝑓(𝑧,𝑧
′) =

∑︁
𝜂=±

sin[𝑘𝑓𝜂(𝑧 + 𝑑𝑓)]𝑔𝜂𝐶𝜂 . (В.10)

Здесь 𝜂 - индекс геликоидальной подзоны,

𝑘2𝑓𝜂 = 2𝑚𝑓

[︂
𝑖𝜔𝑛 + 𝜇𝑓 − 𝜂

√︁
(ℎ− 𝛼𝑘𝑦)2 + (𝛼𝑘𝑥)2

]︂
−k2

|| , (В.11а)

𝑔𝜂 =

(︃
1 𝜂𝑒−𝑖𝛽−

𝜂𝑒𝑖𝛽− 1

)︃
, (В.11б)

𝛽− = arctan

(︂
𝛼𝑘𝑥

ℎ− 𝛼𝑘𝑦

)︂
, (В.11в)
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и 𝐶± - диагональные 2 × 2 матрицы с постоянными коэффициентами. Сши

вая функции Грина (В.5б) и (В.10) на границе сверхпроводник/ферромагнетик

(𝑧 = 0)

�̂�𝑠−(0,𝑧
′) = �̂�𝑓(0,𝑧

′) , (В.12а)

1

𝑚𝑠

𝜕�̂�𝑠−

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

− 1

𝑚𝑓

𝜕�̂�𝑓

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 2𝑈0�̂�𝑠−(0,𝑧
′) , (В.12б)

мы получаем второй набор уравнений

−𝐴− sin(𝑘𝑠𝑑𝑠) + �̂�− cos(𝑘𝑠𝑑𝑠) =
∑︁
𝜂

sin(𝑘𝑓𝜂𝑑𝑓)𝑔𝜂𝐶𝜂 , (В.13а)

𝐴− [cos(𝑘𝑠𝑑𝑠) + 𝑍 sin(𝑘𝑠𝑑𝑠)] + �̂�−[sin(𝑘𝑠𝑑𝑠) (В.13б)

−𝑍 cos(𝑘𝑠𝑑𝑠)] =
∑︁
𝜂

(𝑣𝑓𝜂/𝑣𝑠) cos(𝑘𝑓𝜂𝑑𝑓)𝑔𝜂𝐶𝜂 .

Решая (В.8) и (В.13) относительно 𝐴±, �̂�− и подставляя соответствующие вы

ражения в (В.5), мы получаем

�̂�𝑠(𝑧 < 𝑧′) ≡ �̂�𝑠−(𝑧,𝑧
′) =

sin[𝑘𝑠(𝑧
′ − 𝑑𝑠)]

𝑣𝑠

∑︁
𝜂=±

sin (𝑘𝑠𝑧 + 𝜑𝜂)

sin (𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂)

(︃
1 𝜂𝑒−𝑖𝛽−

𝜂𝑒𝑖𝛽− 1

)︃
,

(В.14а)

�̂�𝑠(𝑧 > 𝑧′) = �̂�𝑠−(𝑧
′,𝑧) ,

(В.14б)

а фазы рассеяния для электронов 𝜑𝜂 определяются выражением (3.11) в ос

новном тексте.

Заметим, что функция Грина для дырочных возбуждений может быть

получена из приведенных выше выражений с помощью соотношения

ˆ̄𝐺(𝑖𝜔𝑛,ℎ) = −�̂�(−𝑖𝜔𝑛,− ℎ) . (В.15)

Используя (В.14) и (В.15), мы получаем

ˆ̄𝐺𝑠(𝑧 < 𝑧′) ≡ ˆ̄𝐺𝑠−(𝑧,𝑧
′) =

sin[𝑘𝑠(𝑧
′ − 𝑑𝑠)]

𝑣𝑠

∑︁
𝜂=±

sin
(︀
𝑘𝑠𝑧 + 𝜑𝜂

)︀
sin
(︀
𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂

)︀ (︃ −1 𝜂𝑒𝑖𝛽+

𝜂𝑒−𝑖𝛽+ −1

)︃
,

(В.16а)

ˆ̄𝐺𝑠(𝑧 > 𝑧′) = ˆ̄𝐺𝑠−(𝑧
′,𝑧) ,

(В.16б)

где 𝑘𝑠(𝜔𝑛) = 𝑘𝑠(−𝜔𝑛), 𝑣𝑠 = 𝑘𝑠/𝑚𝑠, и tg (𝛽+) = 𝛼𝑘𝑥/(ℎ+ 𝛼𝑘𝑦), а фазы рассеяния

для дырок 𝜑𝜂 определяются уравнением (3.13).
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В.2 Вывод линеаризованного уравнения самосогласования (3.8)

Данный раздел посвящен выводу уравнения на критическую температуру

сверхпроводящего перехода. Для этой цели необходимо вычислить аномальную

функцию Грина в сверхпроводящем слое в первом порядке по функции щели.

В случае однородного сверхпроводящего параметра порядка

𝐹𝑠(r,r) = −∆*
∫︁
𝑑r′ ˆ̄𝐺𝑠(r,r

′)�̂�𝑠(r
′,r) (В.17)

= −∆*
∫︁

𝑑2k||

(2𝜋)2

∫︁ 𝑑𝑠

0

𝑑𝑧′ ˆ̄𝐺𝑠(𝑧,𝑧
′)�̂�𝑠(𝑧

′,𝑧) ,

Корреляционные функции в несверхпроводящем состоянии �̂�𝑠(𝑧,𝑧
′) и ˆ̄𝐺𝑠(𝑧,𝑧

′)

даны уравнениями (В.14) и (В.16). В пределе 𝑘𝐹 𝜉𝑠 ≫ 1 (𝑘𝐹 - импульс Ферми в

несверхпроводящем состоянии S слоя, и 𝜉𝑠 - сверхпроводящая длина когерент

ности) интеграл по толщине S слоя может быть записан в виде∫︁ 𝑑𝑠

0

𝑑𝑧′ ˆ̄𝐺(0)
𝑠 (𝑧,𝑧′)�̂�(0)

𝑠 (𝑧′,𝑧) =
∑︁

𝜂,𝜂′=±

κ−1
[︀
𝐼slow𝜂𝜂′ (𝑧) + 𝐼 fast𝜂𝜂′ (𝑧)

]︀
�̂�𝜂𝜂′ , (В.18)

где

κ = 4𝑣𝑠𝑣𝑠𝛿𝑘 sin(𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂) sin(𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂′) , (В.19а)

𝐼slow𝜂𝜂′ (𝑧) = cos[𝛿𝑘(𝑧 − 𝑑𝑠)][sin(𝛿𝑘𝑧 + 𝛿𝜑𝜂𝜂′)− sin(𝛿𝜑𝜂𝜂′)] (В.19б)

− cos(𝛿𝑘𝑧 + 𝛿𝜑𝜂𝜂′) sin[𝛿𝑘(𝑧 − 𝑑𝑠)] ,

𝐼 fast𝜂𝜂′ (𝑧) = − cos[Σ𝑘(𝑧 − 𝑑𝑠)][sin(𝛿𝑘𝑧 + 𝛿𝜑𝜂𝜂′)− sin(𝛿𝜑𝜂𝜂′)] (В.19в)

+cos(Σ𝑘𝑧 + Σ𝜑𝜂𝜂′) sin[𝛿𝑘(𝑧 − 𝑑𝑠)] ,

и

�̂�𝜂𝜂′ =

[︃
−1 + 𝜂𝜂′𝑒𝑖(𝛽++𝛽−) 𝜂𝑒𝑖𝛽+ − 𝜂′𝑒−𝑖𝛽−

𝜂𝑒−𝑖𝛽+ − 𝜂′𝑒𝑖𝛽− −1 + 𝜂𝜂′𝑒−𝑖(𝛽++𝛽−)

]︃
. (В.20)

В (В.19) введены следующие обозначеня: 𝛿𝑘 = (𝑘𝑠 − 𝑘𝑠), Σ𝑘 = 𝑘𝑠 + 𝑘𝑠,

𝛿𝜑𝜂𝜂′ = 𝜑𝜂 − 𝜑𝜂′, и Σ𝜑𝜂𝜂′ = 𝜑𝜂 + 𝜑𝜂′. Отметим, что Σ𝑘 ∼ 𝑘𝐹 в то время, как

𝛿𝑘 ∼ 1/𝜉𝑠. Таким образом, можно выделить медленную огибающую аномаль

ной функции Грина ℱ̂ †
𝑠 (𝑧), пренебрегая слагаемыми ∝ 𝐼 fast𝜂𝜂′ (𝑧) в (В.18), так как

они меняются на масштабе фермиевской длины волны в нормальном металле.
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В случае тонкой сверхпроводящей пленки величины 𝛿𝑘𝑧 и 𝛿𝑘(𝑧 − 𝑑𝑠) поряд

ка 𝑑𝑠/𝜉𝑠 ≪ 1, что позволяет использовать разложение по малому параметру

в (В.19б). Подставляя ведущий член данного разложения

𝐼slow𝜂𝜂′ (𝑧) ≈ 𝑑𝑠𝛿𝑘 cos(𝛿𝜑𝜂𝜂′) , (В.21)

в (В.17) и (В.18), мы получаем следующее выражение для аномальной функции

ℱ̂ †
𝑠 = −∆*

∫︁
𝑑2k||

(2𝜋)2

∑︁
𝜂,𝜂′=±

𝑑𝑠 cos(𝜑𝜂 − 𝜑𝜂′)�̂�𝜂𝜂′

4𝑣𝑠𝑣𝑠 sin(𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂) sin(𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂′)
. (В.22)

Далее следует вывод линеаризованного уравнения самосогласования (3.8).

Рассмотрим сперва случай 𝛼 = 0, для которого 𝛽± = 0, а фазы рассеяния

зависят только от модуля продольного импульса. Для простоты мы пренебре

жем зависимостями фаз рассеяния от частоты, таким образом, tg(𝜑𝜂) и tg(𝜑𝜂)

- действительные числа. В пределе 𝑘𝐹 𝜉𝑠 ≫ 1 основной вклад в интеграл (В.22)

происходит от состояний с 𝑘|| < 𝑘𝐹 . Таким образом, интеграл в (В.22) может

быть преобразован∫︁
𝑑2k||

(2𝜋)2
𝑑𝑠 cos(𝛿𝜑𝜂𝜂′)

4𝑣𝑠𝑣𝑠 sin(𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂) sin(𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂′)

≈
∫︁ 𝑘𝐹

0

𝑑𝑘𝑧(𝑚𝑠𝑑𝑠/4𝜋𝑣𝑧) cos(𝛿𝜑𝜂𝜂′)

[cos(𝛿𝑘𝑑𝑠 + 𝛿𝜑𝜂𝜂′)− cos(Σ𝑘𝑑𝑠 + Σ𝜑𝜂𝜂′)]
.

(В.23)

В данных выражениях 𝑘𝑧 =
√︁
𝑘2𝐹 − 𝑘2||, 𝛿𝑘 ≈ −2𝑖𝜔𝑛/𝑣𝑧, Σ𝑘 ≈ 2𝑘𝑧, и 𝑣𝑧 = 𝑘𝑧/𝑚𝑠.

Следующим шагом делается замена переменных

𝑘𝑧 =
𝜋𝑛𝑧
𝑑𝑠

− Σ𝜑𝜂𝜂′

2𝑑𝑠
+ 𝑡 , (В.24)

где 𝑛𝑧 ∈ [1, 𝑁𝑠] - целое число, 𝑁𝑠 - целая часть 𝑘𝐹𝑑𝑠/𝜋, и 𝑡 меняется от нуля

до 𝜋/𝑑𝑠. В дальнейшем, мы будем считать, что фазы рассеяния и поляризаци

онные углы являются медленными функциями 𝑘𝑧 на масштабе 𝜋/𝑑𝑠. Данное

предположение справедливо, когда плотность состояний на уровне Ферми в

несверхпроводящем состоянии S слоя на уровне Ферми много больше, чем плот

ность состояний в примыкающем слое. Используя (В.24), интеграл по импульсу

в (В.23) преобразуется к виду

𝑁𝑠∑︁
𝑛𝑧=1

𝑚𝑠𝑑𝑠 cos(𝛿𝜑𝜂𝜂′)

4𝜋𝑣𝑧

∫︁ 𝜋/𝑑𝑠

0

𝑑𝑞

[cos(𝜁)− cos(2𝑡𝑑𝑠)]
. (В.25)
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Здесь 𝜁 = 𝛿𝑘𝑑𝑠+𝛿𝜑𝜂𝜂′, и мы приравниваем 𝑘𝑧 к 𝜋𝑛𝑧/𝑑𝑠 во всех медленно меняю

щихся функциях импульса. Производя интегрирование в (В.25), мы получаем

𝑁𝑠∑︁
𝑛𝑧=1

−𝑖𝑚𝑠 cos(𝛿𝜑𝜂𝜂′)s𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑛)

4𝑣𝑧 sin (𝛿𝑘𝑑𝑠 + 𝛿𝜑𝜂𝜂′)
≈ 𝑚𝑠

8𝑑𝑠

𝑁𝑠∑︁
𝑛𝑧=1

s𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑛)

[𝜔𝑛 + 𝑖(ℏ𝑣𝑧/2𝑑𝑠) tg(𝛿𝜑𝜂𝜂′)]
. (В.26)

В случае 𝑘𝐹𝑑𝑠 ≫ 1 можно перейти мы перейти к континуальному пределу и

заменить сумму по 𝑛𝑧 в (В.26) на интеграл

𝑁𝑠∑︁
𝑛𝑧=1

→ 𝑑𝑠
𝜋

∫︁ 𝑘𝐹

0

𝑑𝑘𝑧 =
𝑑𝑠𝑘𝐹
𝜋

∫︁ 1

0

𝑑𝑢 . (В.27)

Используя (В.22), (В.26) и (В.27), мы получаем аномальную функцию Грина

ℱ̂ †
𝑠 = −∆*𝜋𝜈

4

∫︁ 1

0

𝑑𝑢
∑︁

𝜂,𝜂′=±

s𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑛)

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂′(𝑢)

(︃
−1 + 𝜂𝜂′ 𝜂 − 𝜂′

𝜂 − 𝜂′ −1 + 𝜂𝜂′

)︃
, (В.28а)

𝜌𝜂𝜂′(𝑢) =
ℏ𝑣𝐹
2𝑑𝑠

𝑢 tg
[︀
𝜑𝜂(𝑢)− 𝜑𝜂′(𝑢)

]︀
, (В.28б)

Подстановка выражения (В.28) в (3.7) дает линеаризованное уравнение само

согласования

1

𝜆
=
𝜋𝑇

2

∑︁
|𝜔𝑛|<Ω

s𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑛)

∫︁ 1

0

𝑑𝑢
∑︁
𝜂 ̸=𝜂′

1

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂′
(В.29)

где 𝜈 = 𝑚𝑠𝑘𝐹/2𝜋
2 - плотность состояний на уровне Ферми на одну проекцию

спина в несверхпроводящем состоянии S слоя, и 𝜆 = 𝑉 𝜈 - безразмерная кон

станта спаривания.

В случае конечной константы спин-орбитального взаимодействия компо

ненты волнового вектора 𝑘𝑥 и 𝑘𝑦 суть две независимые переменные поляризаци

онных углов 𝛽±, фаз рассеяния 𝜑𝜂, 𝜑𝜂 и распаривающих факторов 𝜌𝜂𝜂′. Чтобы

обобщить предыдущие результаты, мы вводим 𝑘𝑥 = 𝑘|| cos(𝜙), 𝑘𝑦 = 𝑘|| sin(𝜙)

(𝜙 ∈ [0,2𝜋]), а затем проводим интегрирование по 𝑘|| в (В.22). В результате мы

получаем аномальную функцию Грина

ℱ̂ †
𝑠 = −∆*𝜋𝜈

4

∑︁
𝜂,𝜂′=±

s𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑛)

⟨
�̂�𝜂𝜂′(k)

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂′(k)

⟩
k

(В.30)

Подставляя (В.30) в выражение (3.7) в основном тексте, мы получаем уравнение

на критическую температуру сверхпроводящего перехода

1

𝜆
=
𝜋𝑇

2

∑︁
|𝜔𝑛|<Ω

s𝑖𝑔𝑛(𝜔𝑛)
∑︁

𝜂,𝜂′=±

⟨
𝛿𝜂𝜂′𝑤i𝑛𝑡𝑟𝑎 + (1− 𝛿𝜂𝜂′)𝑤i𝑛𝑡𝑒𝑟

𝜔𝑛 + 𝑖𝜌𝜂𝜂′

⟩
k

. (В.31)
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Отметим, что получившиеся уравнения (В.30) и (В.31) также справедли

вы, когда фазы рассеяния зависят от мацубаровской частоты. Для того, чтобы

это показать, вычислим зараздывающую (𝑅) и опережающую (𝐴) аномаль

ные функции Грина. В представлении действительных частот tg(𝜑𝜂) и tg(𝜑𝜂) -

действительные числа, и вывод функций Грина производится аналогично рас

смотренному ранее случаю. В результате

ℱ̂ †𝑅,𝐴
𝑠 (𝐸) = ∓∆* 𝑖𝜋𝜈

4

∑︁
𝜂,𝜂′=±

⟨
�̂�𝜂𝜂′(k)

𝐸 ± 𝑖0+ − 𝜌𝜂𝜂′(𝐸,k)

⟩
k

. (В.32)

Используя (В.32) и соотношения

ℱ̂ †𝑅
𝑠 (𝑖𝜔𝑛) = ℱ̂ †

𝑠 (𝜔𝑛) for 𝜔𝑛 > 0 , (В.33а)

ℱ̂ †𝐴
𝑠 (𝑖𝜔𝑛) = ℱ̂ †

𝑠 (𝜔𝑛) for 𝜔𝑛 < 0 , (В.33б)

мы получаем мацубаровские функции Грина (В.30).

Наконец, мы объясняем как (В.31) преобразуется к виду (3.8) в основном

тексте. Сперва добавим и вычтем из (В.31) правую часть уравнения самосогла

сования от объемного сверхпроводника, исключая, таким образом обрезание

на дебаевской частоте в сумме по частотам. Затем, используя симметрийные

соотношения для распаривающих факторов

𝜌𝜂𝜂′(−𝜔𝑛) = 𝜌*𝜂𝜂′(𝜔𝑛) , (В.34)

мы сводим сумму по всем частотам к сумме только по положительным. В ре

зультате мы получаем уравнение (3.8) в основном тексте.

В конце данного раздела приведен вывод уравнения самосогласования для

неоднородной функции щели (3.4) с 𝑞 ̸= 0. Для нахождения аномальной функ

ции Грина необходимо вычислить интеграл

𝐹𝑠(r,r) = −
∫︁
𝑑r′ ˆ̄𝐺𝑠(r,r

′)∆*(r′)�̂�𝑠(r
′,r) (В.35)

= −|∆|𝑒−𝑖𝑞𝑦

∫︁ 𝑑𝑠

0

𝑑𝑧′
∫︁

𝑑2k||

(2𝜋)2
ˆ̄𝐺𝑠(𝑧,𝑧

′,𝑘𝑥,𝑘𝑦 − 𝑞/2)�̂�𝑠(𝑧
′,𝑧,𝑘𝑥,𝑘𝑦 + 𝑞/2) .

Выполняя вычисления аналогичные случаю однородной щели, мы получаем

следующее выражение для огибающей

ℱ̂ †
𝑠 (𝑦) = −|∆|𝑒−𝑖𝑞𝑦

∫︁
𝑑2k||

(2𝜋)2

∑︁
𝜂,𝜂′=±

𝑑𝑠 cos(𝜑𝜂 − 𝜑𝜂′)�̂�𝜂𝜂′

4𝑣𝑠𝑣𝑠 sin(𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂) sin(𝑘𝑠𝑑𝑠 + 𝜑𝜂′)
. (В.36)
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Заметим, что в отличие от предыдущего случая

𝑘𝑠 =
√︁
2𝑚𝑠(𝑖𝜔𝑛 + 𝜇𝑠)− 𝑘2𝑥 − (𝑘𝑦 + 𝑞/2)2 , (В.37а)

𝑘𝑠 =
√︁
2𝑚𝑠(−𝑖𝜔𝑛 + 𝜇𝑠)− 𝑘2𝑥 − (𝑘𝑦 − 𝑞/2)2 , (В.37б)

также необходимо сделать ряд замен

𝜑𝜂(𝑘𝑥,𝑘𝑦) → 𝜑𝜂(𝑘𝑥,𝑘𝑦 − 𝑞/2) , (В.38а)

𝜑𝜂(𝑘𝑥,𝑘𝑦) → 𝜑𝜂(𝑘𝑥,𝑘𝑦 + 𝑞/2) , (В.38б)

𝛽+(𝑘𝑥,𝑘𝑦) → 𝛽+(𝑘𝑥,𝑘𝑦 − 𝑞/2) , (В.38в)

𝛽−(𝑘𝑥,𝑘𝑦) → 𝛽−(𝑘𝑥,𝑘𝑦 + 𝑞/2) . (В.38г)

Предполагая |𝑞| ≪ 𝑘𝐹 и используя разложения

𝑘𝑠 + 𝑘𝑠 ≈ 2𝑘𝑧 , (В.39а)

𝑘𝑠 − 𝑘𝑠 ≈ 𝑞
𝑘𝑦
𝑘𝑧

− 2𝑖𝜔𝑛

𝑣𝑧
, (В.39б)

мы проводим интегрирование по продольному импульсу в (В.36). В результате,

линеаризованное уравнение самосогласования имеет форму (3.8) с вышеука

занными заменами в фазах рассеяния и поляризационных углах, а также с

модифицированными распаривающими факторами

𝜌𝜂𝜂′(𝑞) =
𝑣𝑦𝑞

2
+

𝑣𝑧
2𝑑𝑠

tg
[︀
𝜑𝜂(𝑞)− 𝜑𝜂′(𝑞)

]︀
. (В.40а)
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