
ÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÀÊÀÄÅÌÈß ÍÀÓÊ
ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÔÈÇÈÊÈ ÌÈÊÐÎÑÒÐÓÊÒÓÐ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Êóðèí Âëàäèñëàâ Âèêòîðîâè÷

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ ñòóäåíòîâ 4,5 êóðñîâ Ðàäèîôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (ÐÔ)
è Âûñøåé øêîëû îáùåé è ïðèêëàäíîé ôèçèêè (ÂØÎÏÔ)

ÍÍÃÓ èì. Ëîáà÷åâñêîãî

ã.Íèæíèé Íîâãîðîä, 2019 ã.





Ñîäåðæàíèå

Êðàòêîå ââåäåíèå 3

1 Èñòîðèÿ îòêðûòèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ôàêòû 4
1.1 Îòêðûòèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Ýôôåêò Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Ýëåìåíòàðíûå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýôôåêòà Ìåéñ-
ñíåðà 7

3 Ñâåðõïðîâîäíèê â ìàãíèòíîì ïîëå. Àíàëîãèÿ ñ ìàãíåòèêîì. 8
3.1 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2 Ñâåðõïðîâîäíèê âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.2.1 Äëèííûé óçêèé öèëèíäð â ìàãíèòíîì ïîëå, ïàðàëëåëüíîì îáðàçóþùåé . . . . 11
3.2.2 Öèëèíäð â ìàãíèòíîì ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îáðàçóþùåé . . . . . . . . . . . 11
3.2.3 Ñâåðõïðîâîäÿùèé øàð â ìàãíèòíîì ïîëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4 Ýëåìåíòàðíàÿ òåðìîäèíàìèêà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà 15
4.1 Êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåðìîäèíàìèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.2 Ïðèíöèï âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.3 Âûáîð òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è îêðóæåíèÿ. Âûðàæåíèå äëÿ ðàáîòû è òåðìîäè-

íàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.4 Ðàâíîâåñèå íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.5 Ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäíèêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5 Óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ è äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñâåðõïðîâîäíèêîâ 22
5.1 Âàðèàöèîííûé âûâîä óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
5.2 Äâå ïðîñòûå îäíîìåðíûå çàäà÷è íà óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5.2.1 Ïëåíêà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
5.2.2 Ïëåíêà ñ òîêîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5.3 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Äèíàìè÷åñêèé âûâîä óðàâíåíèÿ
Ëîíäîíîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5.4 Ïîâåðõíîñòíûé èìïåäàíñ ñâåðõïðîâîäíèêà è ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ . . . . . . . . . . . . . 26

6 Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó 28
6.1 Èäåÿ îáùåé òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Ñòðóêòóðà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà äëÿ ñâåðõïðî-

âîäíèêà. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà . . . 28
6.2 Îáîáùåíèå íà ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
6.3 Ýôôåêò áëèçîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
6.4 Êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü è âçàèìîäåéñòâèå ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Óðàâíåíèÿ

Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
6.5 Ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè òîêà â òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. Ñâÿçü ñ òåîðèåé Ëîíäîíîâ. 37
6.6 Ñèñòåìà åäèíèö Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. Îáåçðàçìåðèâàíèå óðàâíåíèé. . . . . . . . . . . . 38
6.7 Äåéñòâèòåëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

7 Ïðîñòåéøèèå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó 42
7.1 Êâàíòîâàíèå ïîòîêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
7.2 Êðèòè÷åñêîå ïîëå òîíêîé ïëåíêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
7.3 Êðèòè÷åñêèé òîê òîíêèõ ïëåíîê è ïðîâîëîê. Òîê ðàñïàðèâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . 46
7.4 Ýêñïåðèìåíò Ëèòòëà-Ïàðêñà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
7.5 Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ðàâíîâåñíîé N-S ãðàíèöû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

1



8 Ñâåðõïðîâîäíèêè âòîðîãî ðîäà 56
8.1 Âåðõíåå êðèòè÷åñêîå ïîëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
8.2 Ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå âáëèçè Hc2. Çàäà÷à Àáðèêîñîâà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
8.3 Ñòðóêòóðà îäèíî÷íîãî âèõðÿ. Íèæíåå êðèòè÷åñêîå ïîëå. . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

9 Ýôôåêò Äæîçåôñîíà 66
9.1 Âûâîä ôîðìóëû äëÿ äæîçåôñîíîâñêîãî òîêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
9.2 Íåñòàöèîíàðíûé ýôôåêò Äæîçåôñîíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
9.3 Âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà êðèòè÷åñêèé òîê êîíòàêòà . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
9.4 Ðàñïðåäåëåííûé äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

9.4.1 Ýêðàíèðîâàíèå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîíòàêòå. Äæîçåôñîíîâñêàÿ äëèíà 73
9.4.2 Äæîçåôñîíîâñêèå âèõðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
9.4.3 Âîëíû â äëèííîì äæîçåôñîíîâñêîì êîíòàêòå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

9.5 Êâàíòîâàÿ èíòåðôåðåíöèÿ è êâàíòîâûå èíòåðôåðîìåòðû . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
9.5.1 Îäíîêîíòàêòíûé SQUID . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
9.5.2 Äâóõêîíòàêòíûé SQUID . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

2



Êðàòêîå ââåäåíèå

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå áàçèðóåòñÿ íà êóðñå ëåêöèé ïî ôèçèêå ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ÷èòàåìûõ
ìíîé äëÿ ñòóäåíòîâ ðàäèîôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå è ÂØÎÏÔ ñ 1990 ãîäà. Â 1986 ãîäó áûëè íàé-
äåíû íîâûå ìàòåðèàëû, äåìîíñòðèðóþùèå âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ ñâåðõïðîâîäèìîñòü, ÷òî âûçâàëî
áîëüøîé èíòåðåñ íå òîëüêî ó ôèçèêîâ, òðàäèöèîííî çàíèìàþùèõñÿ ôèçèêîé òâåðäîãî òåëà, íî è
ó øèðîêîãî êðóãà ñïåöèàëèñòîâ çàíèìàþùèõñÿ ýëåêòðîäèíàìèêîé, ýëåêòðîíèêîé è ôèçèêîé íåëè-
íåéíûõ ÿâëåíèé. Ýòîò èíòåðåñ ñâÿçàí ñ âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ íîâûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ äëÿ
ïðèåìà, ãåíåðàöèè è óñèëåíèÿ ÑÂ× è äàëüíåãî ÈÊ èçëó÷åíèÿ, ñâåðõáûñòðîé îáðàáîòêè èíôîðìà-
öèè, ñâåðõ÷óâñòâèòåëüíûõ èçìåðåíèé, à òàêæå â ñèñòåìàõ òðàíñïîðòèðîâêè è íàêîïëåíèÿ ýëåêòðè-
÷åñêîé ýíåðãèè. Êðîìå òîãî, îòêðûòèå âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè è ïîïûòêè ïîíÿòü
å¼ ïðèðîäó ñòèìóëèðîâàëè ðàçâèòèå ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ýëåêòðîííûõ è ýëåêòðîäèíà-
ìè÷åñêèõ ñâîéñòâ íîâûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ.

Ðàäèîôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÍÍÃÓ è ÂØÎÏÔ íå îñòàëèñü â ñòîðîíå îò ýòîé ìàëåíüêîé ðåâîëþ-
öèè è íà÷àëè ïîäãîòîâêó ñïåöèàëèñòîâ äëÿ ðàáîòû âî âíîâü îòêðûâøåéñÿ îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîé
è ïðèêëàäíîé ôèçèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âûïóñêíèêè ÂØÎÏÔ è ðàäèîôàêà óñïåøíî ðàáîòàþò
â ýòîé íîâîé ïåðñïåêòèâíîé îáëàñòè ôèçèêè â ÈÏÔ è ÈÔÌ ÐÀÍ, à òàêæå â âåäóøèõ íàó÷íûõ
öåíòðàõ ÑØÀ è çàïàäíîé Åâðîïû.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, êàæäàÿ èç 14 ëåêöèé. Â ïåðâîé ÷àñòè èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå
ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû, ýëåìåíòàðíàÿ òåðìîäèíàìèêà è ýëåêòðîäèíàìèêà òåîðèÿ ñâåðõïðîâîä-
íèêîâ, ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è íà îñíîâå ýòèõ òåîðå-
òè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé äàåòñÿ îïèñàíèå øèðîêîãî êðóãà ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ñâåðõïðîâîäíè-
êàõ. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè Áàðäèíà-
Êóïåðà-Øðèôôåðà.

Â ðàáîòå íàä äàííûì ïîñîáèåì áîëüøóþ ïîìîùü îêàçàëà ìíå ìîÿ æåíà, Êóðèíà Ëþäìèëà Åâ-
ãåíüåâíà, êîòîðîé ÿ âûðàæàþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü. ß òàêæå ïðèçíàòåëåí çàâåäóþùåìó êà-
ôåäðîé ýëåêòðîäèíàìèêè ðàäèîôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Òàëàíîâó Âëàäèìèðó Èëüè÷ó, èíèöèèðî-
âàâøåìó íàïèñàíèå äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.
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1 Èñòîðèÿ îòêðûòèÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòè, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è

ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû

Ïëàí ëåêöèè

• Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ ôèçèêè ñâåðõïðîâîäíèêîâ, îñíîâíûå ýòàïû

• Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû ôèçèêè ñâåðõïðîâîäíèêîâ, êðèòè÷åñêèé

òîê, êðèòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå, ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñâåðõïðîâîäíèêà

• Ýôôåêò Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà

• Ýëåìåíòàðíûå ñëåäñòâèÿ èç ñóùåñòâîâàíèÿ ýôôåêòà Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà

1.1 Îòêðûòèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè

ßâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè áûëî îòêðûòî â 1911 ãîäó ãîëëàíäñêèì ôèçèêîì è èíæåíåðîì
Êàìåðëèíã-Îííåñîì. Îí áûë ïåðâûì, êîìó óäàëîñü ñîçäàòü ìîùíóþ õîëîäèëüíóþ óñòàíîâêó è äî-
ñòè÷ü ðåêîðäíî íèçêîé, ïî òåì âðåìåíàì, òåìïåðàòóðû êèïåíèÿ ãåëèÿ-4 (He4), êîòîðàÿ ðàâíà 4, 2K.
Ïîìåùàÿ â êðèîñòàò ðàçëè÷íûå âåùåñòâà è èçìåðÿÿ çàâèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ îò òåìïåðàòóðû
Êàìåðëèíã-Îííåñ îáíàðóæèë, ÷òî ó íåêîòîðûõ ìåòàëëîâ ïðè îïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðå ñîïðî-
òèâëåíèå äîâîëüíî ðåçêî îáðàùàåòñÿ â íîëü. Õàðàêòåðíûå çàâèñèìîñòè ñîïðîòèâëåíèÿ ìåòàëëîâ îò
òåìïåðàòóðû êà÷åñòâåííî èçîáðàæåíû íà Ðèñ.1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñîïðîòèâëåíèå ïîäâîäÿ-

R

TTc

a)

b)

c)

Ðèñ. 1: Õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ ìåòàëëîâ è ïîëóïðîâîäíèêîâ îò òåìïåðàòóðû. à)-
ìåòàëë ñ êîíå÷íûì îñòàòî÷íûì ñîïðîòèâëåíèåì, b) - ñâåðõïðîâîäÿùèé ìåòàëë, c)- ïîëóïðîâîäíèê

ùèõ ïðîâîäîâ è çàðåãèñòðèðîâàòü íîëü ñîïðîòèâëåíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòüþ èñïîëüçîâàëàñü,
òàê íàçûâàåìàÿ, ÷åòûðåõ çîíäîâàÿ ñõåìà èçìåðåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ, êîãäà êîíòàêòû ïðîâîäîâ, èäó-
ùèå ê âîëüòìåòðó, ðàñïîëàãàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà îáðàçöå. Ñõåìà ïîêàçàíà íà Ðèñ.2 Îáðàùåíèå
ñîïðîòèâëåíèÿ â íîëü ïðîèñõîäèò ïðè íåêîòîðîé êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå, íàçûâàåìîé êðèòè÷åñêîé.
Ïåðåõîä â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì, ïðè ýòîì ïåðåõîäå ìåíÿåòñÿ íå
òîëüêî ñîïðîòèâëåíèå îáðàçöà, íî è äðóãèå ôèçè÷åñêèå, ýëåêòðîìàãíèòíûå è òåðìîäèíàìè÷åñêèå,
õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå, íàïðèìåð, êàê ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü è òåïëîåìêîñòü.

Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäíèêîâ, èçâåñòíûõ äî 1986 ãîäà, ñî-
ñòàâëÿåò ≈ 10K. Êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ òåìïåðàòóð Tc äëÿ íåêîòîðûõ íèçêîòåìïåðà-
òóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ (èçâåñòíûõ äî 1986ã.)
W - Tc ' 0, 015◦,
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V

I

Ðèñ. 2: 4-õ çîíäîâàÿ ñõåìà èçìåðåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ

HG - Tc ' 4◦,
Nb - Tc ' 9, 25◦.
Ðåêîðäíîå âûñîêîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû Tc áûëî äîñòèãíóòî äëÿ Nb3Ge - Tc ' 23◦.

Â 1986 Áåäíîðöåì è Ìþëëåðîì ãîäó áûë íàéäåí íîâûé êëàññ ñëîæíûõ ñîåäèíåíèé, âêëþ÷àþ-
ùèõ ãðóïïó CuO2 è îáëàäàþùèå ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêîé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé Tc:
La2−xSrxCuO4 - Tc ' 30÷ 40◦,
Y1Ba2Cu3O7 - Tc ' 90◦,
Bi2Sr2Can−1CunO4 - Tc îò 80◦ (n = 2), îò 110◦ (n = 3),
T l2Ba2CanCun+1O4 - Tc îò 125◦ (n = 3), îò 165◦ (n = 4).
Ñâåðõïðîâîäíèêè ýòîãî òèïà â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàçûâàþòñÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûìè ñâåðõïðîâîä-
íèêàìè. Â 2006 ãîäó áûë îòêðûò íîâûé øèðîêèé êëàññ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ìàòåðèàëîâ, òàê íàçûâà-
åìûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ íà îñíîâå æåëåçà. Èõ êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò 55K, è èõ òîæå
ìîæíî ïðè÷èñëèòü ê âûñîêîòåìïåðàòóðíûì ñâåðõïðîâîäíèêàì. Èòàê, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå - ýòî íîâîå ñîñòîÿíèå âåùåñòâà, òàê æå, êàê è ãàçîîáðàçíîå, æèäêîå, òâåðäîå.
Ýòî ñîñòîÿíèå ìåòàëëà. Ãîâîðÿò, ÷òî íîðìàëüíûé ìåòàëë (N) ïåðåõîäèò â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòî-
ÿíèå (S). Îäèí è òîò æå ìåòàëë, â çàâèñèìîñòè îò âíåøíèõ óñëîâèé, ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ðàçíûõ
ôàçàõ, à ïåðåõîä ìåæäó íèìè íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì.

Ôàçîâûé ïåðåõîä èç íîðìàëüíîãî â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå (N-S ïåðåõîä) ìîæåò èìåòü ìåñòî
è ïðè íàëîæåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âåëè÷èíà ïîëÿ, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä íàçû-
âàåòñÿ êðèòè÷åñêèì ìàãíèòíûì ïîëåì Hc. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïîëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåå è íîðìàëüíîå
ñîñòîÿíèå íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè. Åñòåñòâåííî, ÷òî âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàâè-
ñèò îò òåìïåðàòóðû. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè Hc(T ) íà Ðèñ.3 ðàçäåëÿåò ïëîñêîñòü H,T íà äâå îáëàñòè,
â îäíîé èç êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå, â äðóãîé - íîðìàëüíîå. Ýòà êàðòèí-
êà íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé äèàãðàììîé. Íà ðèñ.3 ïîêàçàíû äâà òèïà âîçìîæíûõ ôàçîâûõ äèàãðàìì
ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Ñâåðõïðîâîäíèêè ñ ôàçîâîé äèàãðàììîé, ïîêàçàííîé íà Ðèñ.3 (a), íàçûâàþòñÿ

T

H

H (T)c

Tc

Íîðìàëüíàÿ
ôàçà - N

Ñâåðõïðîâîäÿùàÿ
ôàçà - S

a)

T

H

H (T)c2

H (T)c1

Tc

Íîðìàëüíàÿ
ôàçà

Ñâåðõïðîâîäÿùàÿ
ôàçà

Ñìåøàííîå
ñîñòîÿíèå

b)

Ðèñ. 3: Òèïè÷íûå ôàçîâûå äèàãðàììû ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Ëåâûé ãðàôèê-ñâåðõïðîâîäíèê 1 ðîäà,
Ïðàâûé-ñâåðõïðîâîäíèê 2 ðîäà.

ñâåðõïðîâîäíèêàìè ïåðâîãî ðîäà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêè èç ÷èñòûõ ýëåìåíòîâ, êðîìå
Nb. Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, äëÿ òàêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñóùåñòâóåò â îêðåñòíîñòè Hc(T ) óñòîé÷è-
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âàÿ NS ãðàíèöà ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì. Âñå ñâåðõïðîâîäíèêè èç ñëîæíûõ
ñîåäèíåíèé è è Nb - ñâåðõïðîâîäíèêè 2-îãî ðîäà. Èõ òèïè÷íàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà èçîáðàæåíà íà
Ðèñ.3 (b), îíà îòëè÷àåòñÿ îò Ðèñ.3 (a) òåì, ÷òî ëèíèÿ Hc(T ) ðàñùåïëåíà íà äâå Hc1 è Hc2 è ïðè
ïðîìåæóòî÷íûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ Hc1 < H < Hc2 ðåàëèçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíîå, òàê
íàçûâàåìîå, ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå.

Ïðèâåäåì õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc(0) äëÿ íåêîòîðûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ:
W - Hc(0) ' 1Gs,
Hg - Hc(0) ' 411Gs,
Nb - Hc(0) ' 2060Gs.

Êðîìå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû è êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñóùåñòâóåò òàêæå è êðè-
òè÷åñêèé òîê, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïðîïàäàåò. Äëÿ äîñòàòî÷íî òîëñòûõ
ïðîâîäîâ, êðèòè÷åñêèé òîê ìîæåò áûòü íàéäåí èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ìàãíèòíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà Hsurf = Hc.

1.2 Ýôôåêò Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà

Óäèâèòåëüíî, íî äî 1933 ãîäà, íèêòî èç èññëåäîâàòåëåé íå çàäàëñÿ âîïðîñîì î ïðîíèêíîâåíèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèê. Ïî-âèäèìîìó îòâåò êàçàëñÿ òðèâèàëüíûì è ñëåäîâàë èç ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ î ñâåðõïðîâîäíèêå êàê î ïðîâîäíèêå ñ áåñêîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ σ =∞. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòèìè âîççðåíèÿìè ïðè ïåðåõîäå â ñâåðõïðîâîäÿùååå ñîñòîÿíèå ìàãíèòíîå ïîëå äîëæíî áû îñòàòüñÿ
òàêèì æå, êàêèì áûëî äî ïåðåõîäà, èëè ãîâîðÿ äðóãèìè ñëîâàìè, çàìîðàæèâàòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
èç ìàòåðèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ

j = σE

è óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè òîêà è áåñêîíå÷íîñòè ïðîâîäèìîñòè ñëåäóåò

E = 0,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

∂B

∂t
= −crotE,

ìãíîâåííî ïîëó÷àåì

∂B

∂t
= 0,

ò.å ïîëå B - ïîñòîÿííî âî âðåìåíè, çàìîðîæåíî. Åñëè áû ìû çàìîðîçèëè ñâåðõïðîâîäíèê â íóëåâîì
ïîëå, à ïîòîì ïîëå âêëþ÷èëè, ìû ïîëó÷èëè áû êàðòèíêó ñèëîâûõ ëèíèé êàê íà Ðèñ.4 a), à åñëè
îõëàæäàëè â êîíå÷íîì ïîëå, òî ïîëå íå èçìåíèëîñü áû, è êàðòèíêà áûëà áû êàê íà Ðèñ.4 b).

Àâñòðèéñêèå ó÷åíûå Ìåéññíåð è Îêñåíôåëüä ïðåäïîëîæèëè, ÷òî âîïðîñ î ïðîíèêíîâåíèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèê íå ñîâñåì òðèâèàëåí è â 1933 ãîäó ïðåäïðèíÿëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ è îáíàðóæèëè ýôôåêò, êîòîðûé íîñèò èõ èìåíà. Îíè îáíàðóæèëè, ÷òî íåçàâèñèìî îò
òîãî â íóëåâîì èëè êîíå÷íîì ïîëå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå, â êîíå÷íîì
ñîñòîÿíèè âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà âñåãäà B = 0 è êàðòèíêà ñèëîâûõ ëèíèé âûãëÿäèò êàê ïîêàçàíî
íà Ðèñ.4 a). Ýòî è åñòü ñîäåðæàíèå ýôôåêòà Ìåéññíåðà-Îêñåíôåëüäà, èç ñâåðõïðîâîäíèêà ìàãíèò-
íîå ïîëå âûòàëêèâàåòñÿ è âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà ìàãíèòíîå ïîëå B = 0. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ñâåðõïðîâîäíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èäåàëüíûé äèàìàãíåòèê.
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B

Ñâåðõ-
ïðîâîäíèê

S

a) B

b)

Ðèñ. 4: Ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå. Êàðòèíêà à) èëëþñòðèðóåò ýôôåêò
Ìåéññíåðà, êàðòèíêà b)-ïðîíèêíîâåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáðàçåö

2 Ýëåìåíòàðíûå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ èç ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ýôôåêòà Ìåéññíåðà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ E, à ìàãíèòíîå
ïîëå - èíäóêöèåé B è ïîëüçîâàòüñÿ äâóõâåêòîðíîé çàïèñüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

∂E

∂t
= crotB− 4πj (1)

∂B

∂t
= −crotE (2)

divE = 4πρ, divB = 0, (3)

ãäå j - ïëîòíîñòü òîêà, òåêóùåãî â âåùåñòâå. Ïîäðîáíåå îá ýòîé ôîðìå çàïèñè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
áóäåò ðàññêàçàíî â ðàçäåëå 3.1 Îáîçíà÷èì èíäåêñàìè e, i ïîëÿ ñíàðóæè è âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà.
Òîãäà èç óðàâíåíèÿ

divB = 0

è ñëåäóþùåãî èç íåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò

Bne = Bni

è óñëîâèÿ Bi = 0 ñëåäóåò ÷òî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ÷èñòî òàíãåíöèàëüíî è êàðòèíêà ñèëîâûõ
ëèíèé âíåøåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè ñâåðõïðîâîäíèêà âûãëÿäèò êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.4 a) è Ðèñ.5.

Ðàç â ãëóáèíå ñâåðõïðîâîäíèêà Bi = 0, òî âáëèçè ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà, â ñëîå íåêî-
òîðîé òîëùèíû, äîëæåí òå÷ü òîê. Òîëùèíó ñëîÿ ãäå òå÷åò òîê íàçûâàþò ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèê èëè Ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíîé. Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò âáëèçè
ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.5 Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà rotB = 4π

c j
âäîëü íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè íàéäåì Bext y = 4π

c jsurf z ãäå ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü òîêà

jsurf =

∫ 0

−∞
jdx.
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x

y

Bj

f

Ðèñ. 5: Ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêà âáëèçè ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà

Âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî òîêà ìîæíî çàïèñàòü â èíâàðèàíòíîì âåêòîðíîì âèäå

jsurf =
c

4π
[nBe].

Ïîñêîëüêó â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ñâåðõïðîâîäíèêà òå÷åò òîê è åñòü ìàãíèòíîå ïîëå, òî íà ïî-
âåðõíîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà Ëîðåíöà, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîé ðàâíà

f =
1

c
[jB] =

1

4π
[rotB×B].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ñèëû íåîáõîäèìî âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ãëóáèíå,
êîòîðîå ïðîùå âñåãî âûïîëíèòü ïðîåêòèðóÿ âåêòîðíîå ñîîòíîøåíèå íà îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò

fsurfx =

∫ 0

−∞
fx dx = − 1

4π

∫ 0

−∞
By

∂By
∂x

dx = −B
2
e

8π
.

Âîçâðàùàÿñü ê èíâàðèàíòíûì âåêòîðíûì îáîçíà÷åíèÿì, ïîëó÷àåì

fsurf = −nP, P =
B2
e

8π
. (4)

Íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîâåðõíîñòíîé ñèëû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàâëåíèå, è ìû, òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷èëè ÷òî íà ñâåðõïðîâîäíèê â ìàãíèòíîì ïîëå äåéñòâóåò ìàãíèòíîå äàâëåíèå P =
B2

e

8π .

3 Ñâåðõïðîâîäíèê â ìàãíèòíîì ïîëå. Àíàëîãèÿ ñ ìàãíåòèêîì.

• Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ, òîê, íàìàãíè÷åííîñòü, ïîëÿðèçàöèÿ, íàïðÿæåí-
íîñòè è èíäóêöèè ïîëåé. Êâàçèñòàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå.

• Ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà, àíàëîãèÿ ñ ìàãíåòèêîì

• Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà, ïîâåðõíîñòíûé òîê, ìàãíèòíîå äàâëåíèå

• Çàäà÷è î ñâåðõïðîâîäÿùèõ øàðå è öèëèíäðå â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå
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3.1 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè.

Íàïîìíþ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ýëåêòðîäèíàìèêè, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðè îïèñàíèè ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ óðàâíåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â äâóõâåê-
òîðîíîé ôîðìå, îïèñûâàÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå äâóìÿ âåêòîðàìè E,B, ïðåäñòàâëÿþùèå óñðåä-
íåííûå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî è èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëåé. Óðàâíåíèÿ çàïèøåì â ôîðìå

∂E

∂t
= crotB− 4πj (5)

∂B

∂t
= −crotE (6)

divE = 4πρ, divB = 0, (7)

ïîä÷åðêèâàþùåé, ÷òî ñ äèíàìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìû èìååì òîëüêî äâà ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-
íèÿ äëÿ ïîëåé E,B, òðåòüå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè, à ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå åñòü ïðîñòî îãðàíè÷åíèå íà
äîïóñòèìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü äîïîëíåíû
ìàòåðèàëüíîé ñâÿçüþ, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó âåùåñòâà è äàþùåé ñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà c
ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. ×àñòî ïðåäñòàâëÿþò ìàòåðèàëüíóþ ñâÿçü â âèäå

j = σ̂E,

ãäå îïåðàòîð σ̂ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîâîäèìîñòè.
Ñàì Ìàêñâåëë ïèñàë ñâîè óðàâíåíèÿ â 4-õ âåêòîðíîé ôîðìå, îïèðàÿñü íà àíàëîãèþ íåêîòîðîé

ãèïîòåòè÷åñêîé óïðóãîé ñðåäû - ýôèðà, â êîòîðîì îí ñ÷èòàë ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íûå âîëíû è îáû÷íîé óïðóãîé ñðåäû. À â îáû÷íîé òåîðèè óïðóãîñòè ââîäÿòñÿ äâà òèïà âåëè÷èí:
äåôîðìàöèè èëè ñìåùåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïîä äåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé. Òàê è
Ìàêñâåëë ââåë íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî E è ìàãíèòíîãî H ïîëåé, è âîçíèêàþùèõ ïîä èõ
äåéñòâèåì 'äåôîðìàöèé', ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè D è B. Çàìåòèì, ÷òî, íàçâàíèå
âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî 'displacement' - ñìåùåíèå. Îòñþäà æå
ïðîèçîøåë òåðìèí -'òîê ñìåùåíèÿ'.

×åòûðåõâåêòîðíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûäåëåíèè èç ïîëíîãî òîêà j
òîêîâ ïîëÿðèçàöèè, íàìàãíè÷åííîñòè è îñòàëüíûõ.

j =
∂P

∂t
+ crotM + je. (8)

Çäåñü P,M - âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè è íàìàãíè÷åííîñòè, je - âíåøíèé èëè ñòîðîííèé òîê, íå âêëþ-
÷åííûé â òîê ïîëÿðèçàöèè è íàìàãíè÷åííîñòè. Ýòî ìîæåò áûòü òîê ïðîâîäèìîñòè. Ýòî ðàçäåëåíèå
íåîäíîçíà÷íî è âñåãäà íåîáõîäèìî äîãîâàðèâàòüñÿ ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä êàæäûì âêëàäîì â òîê. Íà-
ïðèìåð, âåñü òîê ìîæåò áûòü âêëþ÷åí â òîê ïîëÿðèçàöèè. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáåèìè ôîðìàìè
çàïèñè óðàâíåíèé, íî âñåãäà ïîÿñíÿòü ïðàâèëî ðàçáèåíèÿ òîêîâ íà ðàçíûå òèïû.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ òîêà 8 â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëë 9 è îáúåäèíÿÿ ÷ëåíû ïîä çíàêîì rot
è ∂t ìû ïðèäåì ê

∂D

∂t
= crotH− 4πje, (9)

∂B

∂t
= −crotE, (10)

divD = 4πρe, divB = 0, (11)

Âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè D è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H îáðàçîâàíû ñëåäóþùèì
(ñòàíäàðòíûì) îáðàçîì

D = E + 4πP, B = H + 4πM.
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Ìàòåðèàëüíûå ñâÿçè äëÿ ÷åòûðåõâåêòîðíûõ óðàâíåíèé âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

D = ε̂E, B = µ̂H, je = σ̂E,

ãäå ε, µ ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè.

3.2 Ñâåðõïðîâîäíèê âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå.

Òèïè÷íàÿ ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðåíèþ ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ñâåðõïðîâîäíèêà âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ñâåðõïðîâîäíèê ïîìåùàþò âî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàííîå âíåøíèì òîêîì
je,, òåêóùèì ïî êàòóøêå. Ãåîìåòðèÿ ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàíà íà Ðèñ.6

B

Ñâåðõ-
ïðîâîäíèê

S

je

Ðèñ. 6: Òèïè÷íàÿ ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî âîçäåéñòâèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ñâåðõïðîâîäíèê. Ïî âíåø-
íåé êàòóøêå òå÷åò òîê je, ïî îáðàçöó -ji

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçìåíåíèå (âêëþ÷åíèå) òîêà ïðîèñõîäèò ìåäëåííî, ñ õàðàêòåðíûì âðå-
ìåíåì T � L/c, ãäå L - õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî áóäåò ïðèìåíèìî êâàçèñòàòè÷å-
ñêîå ïðèáëèæåíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â ïðåíåáðåæåíèè òîêîì ñìåùåíèÿ (ïðîèçâîäíîé ∂tE) â óðàâíå-
íèÿõ Ìàêñâåëëà. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

crotB = 4πj, divB = 0, (12)

crotE = −∂B
∂t
, (13)

Òåïåðü óäîáíî ðàçáèòü ïîëíûé òîê íà âíóòðåííèé, òåêóùèé ïî ñâåðõïðîâîäíèêó, è âíåøíèé òîêè
j = ji + je è âíóòðåííèé òîê ïðåäñòàâèòü â âèäå òîêà íàìàãíè÷åííîñòè ji = crotM, è ââåñòè âåêòîð
H = B− 4πM. Óðàâíåíèÿ 12 ïðèìóò âèä

crotH = 4πje, divB = 0, (14)

crotE = −∂B
∂t
, (15)

à ìàòåðèàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîëÿìè B è H ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå B = µH, ãäå, ïîñêîëüêó
Bi = 0, òî µ = 0 âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà è µ = 1 âíå. Èç óðàâíåíèé 14 ñëåäóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò H è íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò B íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîä-
íèêà

Bne = Bni Hτ e = Hτ i. (16)

Äàâàéòå èñïîëüçóåì ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ
âîêðóã ñâåðõïðîâîäÿùèõ îáðàçöîâ ðàçëè÷íîé ôîðìû, ïîìåùåííûõ â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå H0

è íàéäåì êðèâûå íàìàãíè÷åíèÿ, ò.å. çàâèñèìîñòè B(H0) è M(H0), ïðåäïîëàãàÿ ÷òî ñâåðõïðîâîäíèê
ÿâëÿåòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêîì ïåðâîãî ðîäà èëè ÷òî ïðè B = Hc ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä èç
ñâåðõïðîâîäÿùåãî â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå.
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Èç óðàâíåíèÿ crotH = 4πje è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèêà ñëåäóåò, ÷òî ïîëå
H ïîòåíöèàëüíî â îáëàñòè ãäå je = 0. Ïîýòîìó ìû ìîæåì èñêàòü ïîëå H â âèäå H = −gradψ
è ïðèäåì ê óðàâíåíèþ divµgradψ = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñíàðóæè è âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà
ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆ψe,i = 0, (17)

c ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
ψi|S = ψe|S , ∂ψ/∂n|S = 0, (18)

âûðàæàþùèìè íåïðåðûâíîñòü ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèêà è ðàâåíñòâî íóëþ íîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà íóëþ ïîëÿ B âíóòðè.

3.2.1 Äëèííûé óçêèé öèëèíäð â ìàãíèòíîì ïîëå, ïàðàëëåëüíîì îáðàçóþùåé

Ýòîò ñëó÷àé íàèáîëåå ïðîñò. Åñëè öèëèíäð äëèííûé è óçêèé L � a, ãäå L äëèíà, a - ðàäèóñ
öèëèíäðà, òî èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû H ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòíîå
ïîëå âäàëè îò êîíöîâ öèëèíäðà ïðàêòè÷åñêè íå âîçìóùåíî. Ýòî èëëþñòðèðóåò Ðèñ.7, íà êîòîðîì
ïîêàçàíà êàðòèíà ñèëîâûõ ëèíèé. Íàïðÿæåííîñòü H(r) îäíîðîäíà, íå èñêàæàåòñÿ ïðèñóòñòâèåì
ñâåðõïðîâîäíèêà è íå çàâèñèò îò òîãî â ñâåðõïðîâîäÿùåì èëè íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ
îáðàçåö. Bíóòðè îáðàçöà B = 0 è 4πM = −H êîãäà îáðàçåö íàõîäèòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòî-
ÿíèè è B = H, M = 0 êîãäà îáðàçåö - â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè. Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ñ÷èòàòü íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå ìåòàëëà ñëàáî ìàãíèòíûì è ïðåíåáðåãàòü îòëè÷èåì µ â íîðìàëüíîì
ñîñòîÿíèè îò åäèíèöû. Íà êîíöàõ öèëèíäðà ñóùåñòâóþò èñòî÷íèêè, ìàãíèòíûå çàðÿäû äëÿ ïîëÿ H

X

H

B

M

x-A +A

Ðèñ. 7: Ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè äëèííîãî òîíêîãî öèëèíäðà

èç-çà divH 6= 0, ñîçäàþùèå ìîíîïîëüíûå ìàãíèòíûå âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå, îäíàêî, ñèëüíî ñïàäàþò
âäàëè îò êîíöîâ. Êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè, ïîêàçàííàÿ íà Ðèñ.8, èìååò î÷åíü ïðîñòîé âèä.

3.2.2 Öèëèíäð â ìàãíèòíîì ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îáðàçóþùåé

Êàðòèíà ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ âîêðóã öèëèíäðà êà÷åñòâåííî ïîêàçàíà íà Ðèñ.4, à äëÿ å¼
àíàëèòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ìû äîëæíû ðåøèòü óðàâíåíèå 17 ñ óñëîâèÿìè 18 íà ïîâåðõíîñòè ñâåðõ-
ïðîâîäíèêà, òàê ÷òîáû ïðè r→∞ ìàãíèòíîå ïîëå ñòðåìèëîñü áû ê îäíîðîäíîìó ñ íàïðÿæåííîñòüþ
H. Ïðèìåì íàïðàâëåíèå ïîëÿ H çà îñü z, îñü y íàïðàâèì âäîëü îáðàçóþùåé, îñü x ïåðïåíäèêóëÿðíî
èì îáåèì. Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè x, z ñ öåíòðîì íà îñè öèëèíäðà, êàê ïîêàçàíî
íà Ðèñ.9 è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Ëàïëàñà 17 â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

1

r

∂

∂r
r
∂ψ

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
= 0. (19)
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HH
c

B

Ðèñ. 8: Êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè öèëèíäðà â îäíîðîäíîì ïîëå ïàðàëëåëüíîì îáðàçóþùåé

B

x
A

r

z

q

Ðèñ. 9: Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ïîâåäåíèÿ èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè êðàÿ öèëèíäðà è ñôåðû

Ïîñêîëüêó ìàãíèòíîå ïîëå ïðè r →∞ äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê îäíîðîäíîìó, òî ïîòåíöèàë ψ äîëæåí
ñòðåìèòüñÿ ê −(Hr) = −Hr cos θ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èñêàòü ðåøåíèå 19 â âèäå ψ(r, θ) = Ψ(r) cos θ,
îáåñïå÷èâàþùèì ïðàâèëüíóþ (òàêóþ æå êàê íà ∞) óãëîâóþ çàâèñèìîñòü. Óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëü-
íîé ÷àñòè

1

r

∂

∂r
r
∂Ψ

∂r
− 1

r2
Ψ = 0, (20)

ëåãêî ðåøàåòñÿ è åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü Ψ(r) = Ar +Br−1, ãäå A è B- ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Îòñþäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, íàõîäèì
äëÿ ïîòåíöèàëà âíóòðè è ñíàðóæè ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

Ψi = −Hir, Ψe = −Hr −Ar−1, (21)

c äâóìÿ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè Hi è A, êîòîðûå ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåí-
öèàëà

Ψi = Ψe|r=a, ∂rΨe|r=a = Ber|r=a = 0. (22)

Íàõîäÿ êîýôôèöèåíòû ïîëó÷àåì

Ψi = −2Hr Ψe = −H(r + a2r−1),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

• íàïðÿæåííîñòü H âíóòðè îäíîðîäíà è ðàâíà óäâîåííîìó ïîëþ íà áåñêîíå÷íîñòè

• ïîëå ñíàðóæè ïðåäñòàâëÿåò ñóïåðïîçèöèþ îäíîðîäíîãî è äèïîëüíîãî ïîëÿ. Âåëè÷èíà äèïîëü-
íîãî ìîìåíòà A = a2H
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3.2.3 Ñâåðõïðîâîäÿùèé øàð â ìàãíèòíîì ïîëå

Çàäà÷à î ñâåðõïðîâîäÿùåì øàðå â ìàãíèòíîì ïîëå ïðàêòè÷åñêè, ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðûõ äåòàëåé
àíàëîãè÷íà çàäà÷å î öèëèíäðå, ðåøåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Â ìåðèäèîíàëüíîé ïëîñêîñòè êàð-
òèíêà ñèëîâûõ ëèíèé è ãåîìåòðèÿ çàäà÷è âûãëÿäèò òî÷íî òàêæå, êàê è äëÿ öèëèíäðà è êàê ïîêàçàíî
íà Ðèñ.9. Ñèñòåìà êîîðäèíàò òåïåðü áóäåò ñôåðè÷åñêîé, è ìû áóäåì äîëæíû ðåøèòü óðàâíåíèå Ëà-
ïëàñà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ îäíîðîäíîñòè ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
ψ(r, ϕ, θ)→ −(Hr) = −Hr cos θ. Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà 17 â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

1

r2

∂

∂r
r2 ∂ψ

∂r
+

1

r2

[
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ

]
ψ = 0. (23)

è îòûñêèâàÿ ðåøåíèå, îáëàäàþùåå óãëîâîé çàâèñèìîñòüþ ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ψ(r, ϕθ) =
Ψ(r) cos θ íàéäåì äëÿ Ψ(r), óðàâíåíèå àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ 20

1

r2

∂

∂r
r2 ∂Ψ

∂r
− 1

r2
Ψ = 0, (24)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü Ψ = Ar +Br−2 è

Ψi = −Hir Ψe = −Hr −Ar−2. (25)

. Íàõîäÿ êîýôôèöèåíòû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå âûãëÿäÿò òàêæå êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,
ïîëó÷àåì

Ψi = −3

2
Hr Ψe = −H(r +

a3

2r2
),

.
Ïîêà íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè îáðàçöà Hi íå ïðåâûøàåò Hc îáðàçåö íàõîäèòñÿ

â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè è Bi = 0. Òàêîå ñîñòîÿíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðè H < Hc/2 äëÿ öèëèíäðà
è H < 2Hc/3 äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé ñôåðû. Ïðè H > Hc ðåàëèçóåòñÿ íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå. À êà-
êîå ñîñòîÿíèå ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìàãíèòíûõ ïîëåé, ïðè Hc/2 < H < Hc

äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî öèëèíäðà è 2Hc/3 < H < Hc äëÿ ñôåðû. Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî ýòî ñîñòî-
ÿíèå íå ìîæåò áûòü ñâåðõïðîâîäÿùèì, òàê êàê ïðè ýòîì Bi = 0 è ìàãíèòíîå ïîëå Hi ïðåâûøàëî
áû êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ñâåðõïðîâîäèìîñòü áû ðàçðóøèëàñü. Ýòî ñîñòîÿíèå íå ìîæåò áûòü è
íîðìàëüíûì, òàê êàê ïðè ýòîì Bi = Hi < Hc è ñâåðõïðîâîäèìîñòü äîëæíà áûëà áû âîçíèêàòü.

Îòâåò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè òàêèõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîëåé ðåàëèçóåòñÿ òàê
íàçûâàåìîå ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëüíûõ è
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñëîåâ ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îäíîðîäíîìó âíóòðåííåìó ïîëþ Hi. Áîëåå
ïîäðîáíî ñòðóêòóðà ýòîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò ðàññìîòðåíà ïîñëå èçó÷åíèÿ òåðìîäèíàìèêè ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî ïåðåõîäà, â ï.4.5. Â ýòîì ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîÿíèè âíóòðåííÿÿ íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â òî÷íîñòè ðàâíà êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ Hi = Hc à ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ
Bi, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ïðîñòðàíñòâåííîå ñðåäíåå îò ìèêðîñêîïè÷åñêîé èíäóêöèèBi èìååò ïðîèçâîëü-
íîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â
ôîðìóëàõ 25 è 21 íóæíî èñïîëüçîâàòü íå óñëîâèå 22 c Ber|r=a = 0, à óñëîâèå Hi = Hc, ÷òî äàåò
âìåñòî Biz = 0 ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ âíóòðåííåãî ïîëÿ B

Bi = 2H −Hc äëÿ öèëèíäðà (26)

Bi = 3H − 2Hc äëÿ ñôåðû (27)

Êàðòèíêè êðèâûõ íàìàãíè÷åíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ öèëèíäðà è ñôåðû ïðèâåäåíû ñ ó÷åòîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâåäåíû íà Ðèñ.10
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Ðèñ. 10: Êðèâûå íàìàãíè÷åííîñòè öèëèíäðà è ñôåðû â îäíîðîäíîì ïîëå
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4 Ýëåìåíòàðíàÿ òåðìîäèíàìèêà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà

4.1 Êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåðìîäèíàìèêè

Ãëàâíîå ñîäåðæàíèå òåðìîäèíàìèêè çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìóëèðîâêå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, óêà-
çûâàþùåãî íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì è èãðàþùåãî ðîëü ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ â äèíàìèêå. Ýòîò âàðèàöèîííûé ïðèíöèï íàçûâàåòñÿ âòîðûì íà÷àëîì òåðìîäèíàìèêè
èëè ïðèíöèïîì âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè.

4.2 Ïðèíöèï âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè

Êðàòêî ýòîò ïðèíöèï ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ S - ýíòðîïèÿ, êîòîðàÿ ïðè ñòðåìëåíèè ñèñòåìû ê ðàâíîâåñèþ âîç-
ðàñòàåò, è â ðàâíîâåñèè äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïîÿñíèì äåéñòâèå ýòîãî ïðèí-
öèïà íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
âíóòðè ðàâíîâåñíà, íî ìåæäó íèìè ðàâíîâåñèÿ íåò. Ðàññìîòðèì ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Â ñîñóäå

S1, E1, V1, N1

S2, E2, V2, N2

Ðèñ. 11: Óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â çàìêíóòîé ñèñòåìå

ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè íàõîäèòñÿ ãàç, êîòîðûé ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé 1 è 2 êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàõî-
äèòñÿ âî âíóòðåííåì ðàâíîâåñèè, íî íå â ðàâíîâåñèè ìåæäó ñîáîé. Ñõåìà ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà
èçîáðàæåíà íà Ðèñ.11. Òîãäà ýíòðîïèÿ êàæäîãî èç êóñêîâ áóäåò ôóíêöèåé èõ âíóòðåííèõ ýíåðãèé,
îáúåìîâ è ÷èñåë ÷àñòèö,

S1 = S1(E1, V1, N1) S2 = S2(E2, V2, N2),

à îáùàÿ ýíòðîïèÿ áóäåò ñóììîé ýíòðîïèé êóñêîâ

S = S1 + S2

Ïîòðåáîâàâ ìàêñèìóìà ýíòðîïèè ïðè èçìåíåíèè E1 è ó÷òÿ ñîõðàíåíèå ýíåðãèè δE1 = −δE2 ìû
íàéäåì, ÷òî â ðàâíîâåñèè

δS

δE1
=
δS1

δE1
− δS2

δE2
=

1

T1
− 1

T2
= 0. (28)

Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îáû÷íûõ îïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû äëÿ
ðàâíîâåñíîé ñèñòåìû

T−1 =
δS

δE
. (29)
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È òàêèì îáðàçîì ìû èç çàêîíà âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ñèñòåì
ê âçàèìíîìó ðàâíîâåñèþ ó íèõ âûðàâíèâàþòñÿ òåìïåðàòóðû. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû
ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê òåïëà, ïåðåäàííûé ñèñòåìå êâàçèñòàöèîíàðíûì îáðàçîì ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê
δQ = TδS. Åñëè æå òåïëîâîé ïîòîê ïåðåäàåòñÿ íåðàâíîâåñíûì (íåîáðàòèìûì, íå êâàçèñòàöèîíàð-
íûì) îáðàçîì, òî â ñèëó âîçðàñòàíèÿ ýíòðîïèè

δQ− TδS ≤ 0 (30)

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëèðîâêà âòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè â ôîðìå íåðàâåíñòâà Êëàóçèóñà.
Íàïèøåì òåïåðü èçìåíåíèå ýíåðãèè δE äëÿ êàêîé ëèáî òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû,

δE = TδS + δA+ µδN (31)

ñâÿçàííîå, ñîîòâåòñòâåííî ñ ïðèõîäîì òåïëà îò îêðóæàþùåé ñðåäû, ñ ðàáîòîé îêðóæåíèÿ íàä ñè-
ñòåìîé è ïåðåíîñîì ÷àñòèö. Åñëè òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà - ãàç, òî δA = −pδV , ãäå p-äàâëåíèå
è

δE = TδS − pδV + µδN (32)

Ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ E êàê ôóíêöèþ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ S, V,N . Ãîâîðÿò, ÷òî
âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåò òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ïåðåìåííûõ S, V,N . Ýòî äèôôå-
ðåíöèàëüíîå ðàâåíñòâî 32 ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò òåìïåðàòóðó, äàâëåíèå è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

T =
δE

δS
, P = −δE

δV
, µ =

δE

δN
, (33)

ñîîòâåòñòâåííî.
Âîçâðàùàÿñü ê óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ íåðàâíîâåñíîé ñèñòåìû, ïîêàçàííîé íà Ðèñ.11, åùå ðàç

íàïîìíèì, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ ïóòåì ïðèðàâíèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ýíòðîïèè

S = S1(E1, V1, N1) + S2(E2, V2, N2)

ïî âíóòðåííèì ïàðàìåòðàì E1, V1, N1 íóëþ.

δS

δE1
=
δS1

δE1
− δS2

δE2
=

1

T1
− 1

T2
= 0 (34)

δS

δV1
=
δS1

δV1
− δS2

δV2
= −P1

T1
+
P2

T2
= 0 (35)

δS

δN1
=
δS1

δN1
− δS2

δN2
=
µ1

T1
− µ2

T2
= 0 (36)

Ýòè óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò õîðîøî èçâåñòíûå óñëîâèÿ òåïëîâîãî, ìåõàíè÷åñêîãî è õèìè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ, âûðàæàþùèå áàëàíñ ïîòîêîâ ýíåðãèè, èìïóëüñà è ÷àñòèö ìåæäó äâóìÿ ïîäñèñòåìàìè.

Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëîâ âìåñòî ýíòðîïèè S
ìîæåò áûòü âûáðàíà òåìïåðàòóðà T = δE/δS.Ïðåîáðàçîâàíèå ê íîâûì ïåðåìåííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî 32, äîáàâèì è âû÷òåì SδT

δE = TδS − pδV + µδN = TδS + SδTN = δ(TS)− SδT − pδV + µδN (37)

îòêóäà
δF (T, V,N) = δ(E − TS) = −SδT − pδV + µδN (38)

Ýòî òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèåé (èëè ñâîáîäíîé ýíåðãèåé Ãåëüì-
ãîëüöà) è çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ T, V,N. Ïðîèçâîäÿ àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïî
îñòàëüíûì ïåðåìåííûì ìîæíî îïðåäåëèòü äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû, òàêèå êàê ýí-
òàëüïèÿ

δW (S, P,N) = δ(E + PV ) = TδS + V δP + µδN (39)
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Ðèñ. 12: Äâóõôàçíûé îáðàçåö â ìàãíèòíîì ïîëå

è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãèááñà (èëè ïðîñòî òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë)

δG(T, P,N) = δ(E − TS + PV ) = −SδT + V δP + µδN (40)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïèñàòü ñîñòîÿíèå âåùåñòâà, äîñòàòî÷íî çàäàòü îäèí èç ôóíêöèîíàëîâ
S(E, V ) èëè E(S, V ), èëè F (T, V ), èëè G(T, p). Âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè ïîëó÷àþò äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà ïî ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì.

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû çàâèñÿùèå îò T , òàêèå êàê ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F (T, V ) è òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë G(T, P ) ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü âòîðîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè êàê
ïðèíöèï óáûâàíèÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõ T, V è T, P ñîîòâåòñòâåííî. Äåéñòâèòåëü-
íî, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð èçìåíåíèå âî âðåìåíè ñâîáîäíîé ýíåðãèè

dF

dt
=
dE − TS

dt
=
dE

dt
− T dS

dt
=
dQ

dt
− T dS

dt
≤ 0. (41)

Ïðè ïîëó÷åíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà áûëî èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå 38, ðàâåíñòâî δE = δQ, V = const
è íåðàâåíñòâî Êëàóçèóñà 30

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ ýëåìåíòàðíîé òåðìîäèíàìèêè ñâåðõïðîâîäíèêîâ.

4.3 Âûáîð òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è îêðóæåíèÿ. Âûðàæåíèå äëÿ

ðàáîòû è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ.

Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà ðàññìîòðèì îá-
ðàçåö â ôîðìå äëèííîãî óçêîãî öèëèíäðà, ïîìåùåííîãî â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, ïàðàëëåëüíîå
îáðàçóþùåé öèëèíäðà. Ìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ êàêîé òî âíåøíåé ñèñòåìîé, ïîêàçàííîé íà Ðèñ.12
â âèäå êàòóøêè. Åñëè â öèëèíäðå ñîñóùåñòâóþò íîðìàëüíàÿ è ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ôàçû, òî áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç òîæå èìååò öèëèíäðè÷åñêóþ ôîðìó ïàðàëëåëüíóþ ìàãíèò-
íîìó ïîëþ. Äëÿ ïðîñòîòû ñåé÷àñ ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ãðàíèöà îäíà, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.12.

Ïðèìåíèì òåðìîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå, ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå äëÿ ãàçà, ê
ñâåðõïðîâîäíèêàì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ òàêîé ïîäõîä äîëæåí áûòü ìîäèôèöèðîâàí,
ò.ê. åãî ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî T, V,N , íî òàêæå ìàãíèòíûì ïîëåì è òàíãåíöèàëüíûìè
íàïðÿæåíèÿìè. Ñâåðõïðîâîäíèê - òâåðäîå òåëî, è ðàáîòà íàä íèì ñî ñòîðîíû âíåøíèõ ñèë çàïèñû-
âàåòñÿ íå êàê äëÿ ãàçà δA = −PδV , à, ñòðîãî ãîâîðÿ, êàê

δA = −
3∑

i,k=1

σi,kδuk,i,

ãäå σi,k- òåíçîð íàòÿæåíèé, à ui,k- òåíçîð äåôîðìàöèè. Îäíàêî, èç-çà òîãî ÷òî â ìàãíèòíîì ïîëå íà
ñâåðõïðîâîäíèê äåéñòâóåò òîëüêî íîðìàëüíîå äàâëåíèÿ, ìû ñìîæåì ïðåíåáðå÷ü ýòîé ñïåöèôèêîé
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ñâåðõïðîâîäíèêà êàê òâåðäîãî òåëà è çàïèñûâàòü ìåõàíè÷åñêóþ ðàáîòó êàê δA = −PδV . Èòàê, â
êà÷åñòâå òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó 'ñâåðõïðîâîäíèê + ìàãíèòíîå
ïîëå', à êàòóøêó, ñîçäàþùóþ ìàãíèòíîå ïîëå è ãàç â ëàáîðàòîðèè, êîòîðûé äàâèò íà îáðàçåö áóäåì
îòíîñèòü ê îêðóæåíèþ. Íàéäåì ðàáîòó ýëåêòðîìàãíèòíîãî îêðóæåíèÿ, âíåøíåãî òîêà je, òåêóùå-
ãî ïî êàòóøêå, íàä íàøåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Ýòà ðàáîòà δAem, âõîäèò â ïðèðàùåíèå
âíóòðåííåé ýíåðãèè

δE = TδS − pδV + δAem + µδN, (42)

Âûðàæåíèå äëÿ ðàáîòû

δAem = −δt
∫

(je •E)dV, (43)

ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ êâàçèñòàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà 14, ñ÷èòàÿ ïðîöåññû âêëþ÷åíèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåäëåííûìè

rotE = −1

c

∂B

∂t
, rotH =

4π

c
jext.

Òîãäà

δAem = − c

4π
δt

∫
(rotH •E)dV = − c

4π
δt

∫
{HrotE− div [E×H]} dV =

=
1

4π

∫
H δBdV +

c

4π

∫
[E×H] dS.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïðåäñòàâëÿþùåå ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ çàìêíóòóþ ïî-
âåðõíîñòü, â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðàâíî íóëþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ìåäëåííîì, àäèà-
áàòè÷åñêîì èçìåíåíèè òîêà, èçëó÷åíèåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îêîí÷àòåëüíî,
äëÿ ïðèðàùåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

δE = TδS − pδV +
1

4π

∫
H δBdV.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ñâåðõïðîâîäíèê, íåîáõîäèìî çíàòü êàêîé ëèáî òåðìîäèíàìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë S(E, V,B) èëè F (T, V,B)

δF = −SδT − pδV +
1

4π

∫
HδBdV. (44)

Íàïðèìåð, äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïóñòîòå (B = H) èç ïðèâåäåííîãî ñîîò-
íîøåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü èçâåñòíîå âûðàæåíèå

δE =
1

4π

∫
HδBdV = δ

1

8π

∫
B2dV E =

1

8π

∫
B2dV. (45)

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû êàê ôóíêöèîíàëû îò èí-
äóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B. Íåòðóäíî îïðåäåëèòü ïîòåíöèàëû êàê ôóíêöèîíàëû îò

H =
δE

δB

. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòåíöèàëû áóäåì îáîçíà÷àòü âîëíîé íàä áóêâîé, íàïðèìåð

F̃ (T, V,H,N) = F − 1

4π

∫
BHdV, δF̃ = −SδT − PδV + µδ − 1

4π

∫
BδHdV.
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Ýòè ïîòåíöèàëû â ïåðåìåííûõ H îñîáåííî óäîáíû äëÿ îïèñàíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ïîñêîëüêó â
Ìåéññíåðîâñêîì ñîñòîÿíèè B = 0. Íàïèøåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F̃ Òàê êàê âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà
B = 0, òî

F̃s = F0s −
1

8π

∫
V̄s

H2dV,

ãäå F0s åñòü ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èíòåãðèðîâàíèå
ïðîèçâîäèòñÿ ïî îáúåìó âíå ñâåðõïðîâîäíèêà. Äîáàâèâ è âû÷òÿ èíòåãðàë ïî Vs è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ïîëå H âíóòðè òîíêîãî è äëèííîãî öèëèíäðè÷åñêîãî îáðàçöà íåâîçìóùåíî è îäíîðîäíî, íàéäåì

F̃s = F0s +
1

8π
VsH

2 − 1

8π

∫
H2dV,

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïðåäñòàâëÿåìîå èíòåãðàëîì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ
ñâåðõïðîâîäíèêà è ìîæåò áûòü â äàëüíåéøåì îïóùåíî.

4.4 Ðàâíîâåñèå íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàç

Òåïåðü ìîæåì íàïèñàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ âñåãî îáðàçöà, êîòîðûé ñîñòîèò èç íîðìàëüíîé (N) è
ñâåðõïðîâîäÿùåé (S) ôàç

F̃ = F0s(T, Vs, Ns) + Fn(T, Vn, Nn) +
1

8π
VsH

2,

Òðåáóÿ ýêñòðåìàëüíîñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âàðèàöèè îáúåìà δVs = −δVn, íàéäåì
óñëîâèå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

∂F

∂Vs
=
∂F0s

∂Vs
− ∂Fn
∂Vn

+
1

8π
H2 = 0;⇒ ps = pn +

1

8π
H2, (46)

è, òåì ñàìûì, óæå èçâåñòíîå íàì ìàãíèòíîå äàâëåíèå íà ñâåðõïðîâîäÿùóþ ôàçó, äàþùååñÿ óðàâ-
íåíèåì 4.

Òî÷íî òàêæå, äèôôåðåíöèðóÿ ïî δNs = −δNn íàéäåì óñëîâèå õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ðàâíî-
âåñèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáìåíó ÷àñòèö ìåæäó ôàçàìè

∂F

∂Ns
=
∂F0s

∂Ns
− ∂Fn
∂Nn

=

= Vs
∂f0s

∂Ns
− Vn

∂fn
∂Nn

=
Vs
Ns

(ps + f0s)−
Vn
Nn

(pn + fn). (47)

Çäåñü ìû ââåëè îáúåìíûå ïëîòíîñòè ñâîáîäíûõ ýíåðãèé ñâåðõïðîâîäÿùåé è íîðìàëüíîé ôàç

F0s(T,Ns, Vs) = Vsf0s(T,
Ns
Vs

) è Fn = Vnfn(T,
Nn
Vn

)

� è ó÷ëè, ÷òî ÷èñëà ÷àñòèö âõîäÿò â ýòè ôóíêöèè òîëüêî â êîìáèíàöèèNs/Vs èNn/Vn, ÷òî ïîçâîëÿåò
âûðàçèòü ïðîèçâîäíûå ïî ÷èñëó ÷àñòèö ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî îáúåìó

Vs,n
∂

∂Vs,n
= −Ns,n

∂

∂Ns,n
,

∂Vsf0s

∂Vs
= −ps

∂Vnfn
∂Vn

= −pn.

Åñëè ìû ïðåíåáðåæåì ñæèìàåìîñòüþ ñâåðõïðîâîäíèêà ïðè äåéñòâèè ìàãíèòíîãî äàâëåíèÿ è ïðè-
ìåì ÷òî êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçàõ ñîâïàäàþò Ns/Vs = Nn/Vn,
óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ôàç ïðèìåò ïðîñòîé âèä

f0s +
H2
c

8π
= fn. (48)
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T

T

T

H

H (T)c

Tc

Tc

Tc

s -sS N

c -cS N

a)

b)

c)

Ðèñ. 13: Êðèâàÿ a) - çàâèñìîñòü êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ îò òåìïåðàòóðû äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà 1 ðîäà,
êðèâàÿ b)-ðàçíîñòü ýíòðîïèé ñâåðõïðîâîäÿùåé è íîðìàëüíîé ôàç, c) - ðàçíîñòü òåïëîåìêîñòåé S è
N ôàç.

Åñëè áû ïëîòíîñòè ñâîáîäíûõ ýíåðãèé áûëè áû èçâåñòíû, ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëèëî áû çàâèñèìîñòü
êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ îò ïàðàìåòðîâ. Åñëè æå ñ÷èòàòü Hc(T ) èçâåñòíîé, íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé, òî ìîæíî íàéòè ðàçíîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â N è S ôàçàõ
ïî ðàçíûå ñòîðîíû ïåðåõîäà. îïðåäåëÿþùåå êðèâóþ õèìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ äâóõ ôàç.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü Hc(T ) íàì èçâåñòíà èç ýêñïåðèìåíòà è èìååò âèä, ïîêàçàííûé
íà Ðèñ.13

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ 48 ïî òåìïåðàòóðå âäîëü êðèâîé ðàâíîâåñèÿ, è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ýíòðîïèÿ åäèíèöû îáúåìà ss = −∂f0s∂T ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñêà÷êà ïëîòíîñòè
ýíòðîïèè

∂f0s

∂T
+

1

8π

∂H2

∂T
=
∂fn
∂T

, ss = sn +
1

8π

∂H2

∂T
(49)

ãðàôèê çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû êîòîðîé ïðèâåäåí íà Ðèñ.13 b) Çíàÿ ñêà÷îê ýíòðîïèè, ìîæ-
íî ëåãêî âû÷èñëèòü òåïëîòó ïåðåõîäà (íà åäèíèöó îáúåìà) ïî ôîðìóëå δQ = T∆s èëè QS→N =
T (ss − sn). Èç 49 ñëåäóåò QN→S > 0, ò.å. ïðè ñâåðõïðîâîäÿùåì ïåðåõîäå N → S ïðè H 6= 0 âû-
äåëÿåòñÿ êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òåïëà è, ñëåäîâàòåëüíî NS ïåðåõîä â êîíå÷íîì ìàãíèòíîì ïîëå -
ýòî ôàçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà. Ò.å. ñâåðõïðîâîäíèê 1 ðîäà ïðè êîíå÷íîì ìàãíèòíîì ïîëå èñ-
ïûòûâàåò ôàçîâûé ïåðåõîä 1 ðîäà. Ïðè íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå òåïëîòà ïåðåõîäà ðàâíà íóëþ è
ôàçîâûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì òåïëîåìêîñòü áóäåò
èñïûòûâàòü ñêà÷îê.

×òîáû ñîñ÷èòàòü óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü ôàç ïî îáå ñòîðîíû ïåðåõîäà ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðà-
âåíñòâî 49 ïî òåìïåðàòóðå è âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì òåïëîåìêîñòè c = ∂Q

∂T = T ∂S
∂T . Ìû íàéäåì

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

cs = cn +
T

8π

∂2H2
c

∂T 2
, (50)
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äåìîíñòðèðóþùåå ñóùåñòâîâàíèå ñêà÷êà òåïëîåìêîñòè ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå â ñâåðõïðîâîäÿùåå
ñîñòîÿíèå. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû ïîêàçàí íà íèæíåì ãðàôèêå Ðèñ.13.

4.5 Ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäíèêà

Êàê ìû òåïåðü çíàåì, ïðè ïîëå ðàâíîì êðèòè÷åñêîìó ñâåðõïðîâîäÿùàÿ è íîðìàëüíàÿ ôàçû ñâåðõ-
ïðîâîäíèêà ïåðâîãî ðîäà, ñ ôàçîâîé äèàãðàììîé òèïà Ðèñ.3-ëåâàÿ, ñîñóùåñòâóþò, èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ïðè÷åì, êîëè÷åñòâî òîé è äðóãîé ôàçû ìîæåò áûòü ëþáûì,
ëèøü áû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Vs + Vn = V è ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç áûëè ïàðàëëåëüíû ìàãíèòíîìó
ïîëþ. Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ôàçîâîìó ïåðåõîäó ëåä-âîäà, ÷òî ïðè íóëå ãðàäóñîâ ëþáûå êîëè÷å-
ñòâà âîäû è ëüäà íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè H = Hc

âîçìîæíî ìàêðîñêîïè÷åñêè îäíîðîäíîå ðàññëîåííîå ñîñòîÿíèå, ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâà ÷åðåäóþ-
ùèõñÿ íîðìàëüíûõ è ñâåðõïðîâîäÿùèõ êâàçèöèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçîâàíèé, ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ñâåðõïðîâîäÿùèõ îáëàñòÿõ Bi = 0, à â íîðìàëüíûõ
Bi = Hi = z0Hc, Ñðåäíÿÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè ïðîèçâîëüíà,
êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.14 è îïðåäåëÿåòñÿ äîëåé íîðìàëüíûõ îáëàñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñëîÿõ B = 0 à â íîðìàëüíûõ B = H = Hc, òî óñðåäíåííîå çíà÷åíèå èíäóêöèè
B = ηHc, ãäå η -îáúåìíàÿ äîëÿ íîðìàëüíîé ôàçû, îíà ìîæåò áûòü ëþáîé ïðè H = Hc Ñ òàêèì

HH
c

B

Ïðîìåæóòî÷íîå

ñîñòîÿíèå

Ðèñ. 14: Ñâÿçü ìàãíèòíîé èíäóêöèè ñ íàïðÿæåííîñòüþ â ïðîìåæóòî÷íîì ñîñòîÿíèè ñâåðõïðîâîä-
íèêà äëÿ äëèííîãî òîíêîãî öèëèíäðà

ïðîìåæóòî÷íûì ñîñòîÿíèåì ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ î ñôåðå è öèëèíäðå âî
âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå íàìàãíè÷åíèÿ èçîáðàæåíû íà Ðèñ.10.
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5 Óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ è äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà

ñâåðõïðîâîäíèêîâ

5.1 Âàðèàöèîííûé âûâîä óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ

Äî ñèõ ïîð ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ïîëå âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì óòâåðæäå-
íèåì, ÷òî Bi = 0. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïðàâèëüíûì òîëüêî â ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ è òîëüêî âäàëè îò ïîâåðõíîñòåé, âáëèçè êîòîðûõ òå÷åò ýêðàíèðóþùèé òîê.
Äëÿ áîëåå ïðîäâèíóòîãî îïèñàíèÿ, íàì íåîáõîäèìî èìåòü óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà. Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ñòàòè÷åñêèé ñëó÷àé è
ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðèíöèï óáûâàíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè.
Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà ñêëàäûâàåòñÿ èç ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ è ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå äâèãàþòñÿ áåç òðåíèÿ. Ýòè ýëåêòðîíû áóäåì íàçûâàòü ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèìè, èõ êîíöåíòðàöèþ îáîçíà÷èì ns, à ñêîðîñòü vs, îáå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
ðàäèóñ-âåêòîðà r òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå è òåìïåðàòóðû. Òîãäà ìû ìîæåì ñðàçó æå íàïèñàòü âûðàæå-
íèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè êàê ñóììó ìàãíèòíîé ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñâåðõïðîâîäÿùèõ
ýëåêòðîíîâ

F =

∫
V

B2

8π
+
mnsv

2
s

2
d V. (51)

Èíòåãðèðîâàíèå â ýòîì âûðàæåíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îáúåìó ñâåðõïðîâîäíèêà. Çàòåì, âûðàæàÿ
ñêîðîñòü vs ÷åðåç ïëîòíîñòü òîêà ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ js = ensvs è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå
Ìàêñâåëëà c rotB = 4πjs, íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ê âèäó

F =
1

8π

∫
B2 + λ2(rotB)2 d V, ãäå λ−2 =

4πnse
2

mc2
, (52)

Çäåñü λ- ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé Ëîíäîíîâñêîé äëèíîé èëè ãëóáèíîé. Ýòîò ïàðàìåòð, êàê ìû óâèäèì
âïîñëåäñòâèè, áóäåò îïðåäåëÿòü ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèê.

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì óáûâàíèÿ ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè ïîòðåáóåì, ÷òîáû âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî ìàãíèòíîìó
ïîëþ ðàâíÿëàñü íóëþ, èìåííî

δF

δB
= 0. (53)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îáû÷íîé ïðî-
èçâîäíîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà G[f(x)] íåîáõîäèìî çàïèñàòü åãî âàðèàöèþ
δG[f ] = G[f + δf ]−G[f ] â ôîðìå

δG =

∫
δG

δf
δfdx, (54)

ò.å. ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ôóíêöèîíàëà âàðèàöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïðîèçâîäíîé.
Âû÷èñëèì âàðèàöèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè 52 â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðàâèëîì

δF =
1

4π

∫
(BδB) + λ2(rotBrotδB) dV, (55)

âàðèàöèÿ íåçàâèñèìîé ôóíêöèè â ýòî âûðàæåíèå âõîäèò íå òîëüêî êàê δB íî è êàê rotδB. Äëÿ
òîãî ÷òîáû â âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè âõîäèëî òîëüêî δB ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèé ÷ëåí c ïîìîùüþ
'èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì', âûäåëèâ èç íåãî ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó div[a×b] =
brota− arotb ñ a = rotB è b = δB ïîëó÷èì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

div[rotB× δB] = δB • rot rotB− rotδB • rotB,

èñïîëüçóÿ êîòîðîå ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë ê âèäó

δF =
1

4π

∫
V

[
B + λ2(rot rotB

]
δB dV − 1

4π

∮
S

[rotB× δB]dS, (56)
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ïîëàãàÿ, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âàðèàöèÿ ïîëÿ δB|S = 0, è òðåáóÿ, ÷òîáû âàðèàöèÿ
ñâîáîäíîé ýíåðãèè îáðàùàëàñü â íîëü ïðè ïðîèçâîëüíîé δB âíóòðè îáëàñòè V , ìû ïðèäåì ê, òàê
íàçûâàåìîìó, óðàâíåíèþ Ëîíäîíîâ

B + λ2rot rotB = 0, (57)

îïèñûâàþùåìó ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ñâåðõïðîâîäíèêà.
Ïðèìåíèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé çàäà÷è î ïðîíèêíîâåíèè ïîëÿ â ñâåðõ-

ïðîâîäíèê, çàíèìàþùèé ïîëóïðîñòðàíñòâî x > 0, ñì. Ðèñ.15. Ïóñòü ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî ïî
z, B = z0B, òîãäà ýëåêòðè÷åñêèé òîê íàïðàâëåí ïî y- j = y0j,.

x

x

y

z

Bz

Bz

Vac S

jy

Ðèñ. 15: Ïðîíèêíîâåíèå ñòàòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèê

Óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ 57 â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ îäíîìåðíûì è ïðèîáðåòàåò âèä

∂2B

∂x2
− λ−2B = 0. (58)

Åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè ïðè x → ∞ è íåïðåðûâíîñòè ïðè x = 0
èìååò âèä

B = B0 exp−x
λ
,

îòêóäà âèäíî, ÷òî λ åñòü õàðàêòåðíàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèê.

5.2 Äâå ïðîñòûå îäíîìåðíûå çàäà÷è íà óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì 2 ïðîñòûå îäíîìåðíûå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêà
â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñëîå êîíå÷íîé òîëùèíû. Ñëîé c òîëùèíîé d áóäåì ñ÷èòàòü ñîñðåäîòî÷åííûì
ïðè −d/2 < x < d/2 è áåñêîíå÷íûì â z, y íàïðàâëåíèÿõ. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷ è ñèñòåìà êîîðäèíàò
ïîêàçàíà íà Ðèñ.16 Â ýòèõ çàäà÷àõ åñòü òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bz = B

x

x

y

z

Bz

Bz

Vac S

jy

Vac

0-d/2 -d/2

Ðèñ. 16: Ñëîé ñâåðõïðîâîäíèêà, ñèñòåìà êîîðäèíàò è îðèåíòàöèÿ ïîëÿ è òîêà

è îäíà êîìïîíåíòà ïëîòíîñòè òîêà jy = j, çàâèñÿùèå îò îäíîé êîîðäèíàòû x.

5.2.1 Ïëåíêà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó î çàäàííîì âíåøíåì ïîëå. Íåîáõîäèìî ðåøèòü îäíîìåðíîå óðàâíåíèå

∂2B

∂x2
− λ−2B = 0, (59)
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ñ ñèììåòðè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè B(±d/2) = B0. Â ñèëó ñèììåòðèè âûáîðà êîîðäèíàò è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 59 ëåãêî íàõîäèòñÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ
èíäóêöèè

B = B0
cosh(x/λ)

cosh(d/(2λ)

óäîâëåòâîðÿåò è óðàâíåíèþ è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçîáðàçèòü åãî ãðàôè÷åñêè,
ââåäåì áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó ξ = 2x/d, èçìåíÿþùóþñÿ â èíòåðâàëå −1 < ξ < 1, è ïàðàìåòð
ζ = d/(2λ), îïðåäåëÿþùèé ñîîòíîøåíèå òîëùèíû ñëîÿ è ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ.
Ðåøåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýòèõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä

B = B0
cosh(ξζ)

cosh(z)
,

è ëåãêî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïðè ðàçëè÷íûõ ζ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïðèâåäåíû íà Ðèñ.17

x0-1 1

B

Ðèñ. 17: Ïðîíèêíîâåíèå ñòàòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñëîé ñâåðõïðîâîäíèêà êîíå÷íîé òîëùèíû,
ïàðàìåòð ζ � 1 äëÿ âåðõíåé êðèâîé, ζ ∼ 1 -äëÿ ñðåäíåé, è ζ � 1 äëÿ ñàìîé íèæíåé.

5.2.2 Ïëåíêà ñ òîêîì

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ñåé÷àñ áóäåì ñ÷èòàòü âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóþùèì,
à òîê áóäåì ñ÷èòàòü òåêóùèì ïî ïëåíêå ïðîòèâ îñè y. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

−dB
dx

=
4π

c
j,

íàéäåì ñêà÷îê ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïëåíêå [B] = 2HI , ãäå HI = 2πI/c, à I-ïîëíûé òîê íà åäèíèöó
äëèíû âäîëü îñè z. Òåïåðü ìû äîëæíû ðåøèòü óðàâíåíèå 59 ñ àíòèñèììåòðè÷íûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè B(±d/2) = ±HI . Ýòî ðåøåíèå, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ èìååò âèä

B = HI
sinh(x/λ)

sinh(d/(2λ)
= HI

sinh(ξζ)

sinh(ζ)
.

Îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ζ, ξ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà-
ôèêè äëÿ ðàçíûõ z ïðèâåäåíû íà Ðèñ.18

5.3 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Äèíàìè÷åñêèé

âûâîä óðàâíåíèÿ Ëîíäîíîâ

Ñäåëàåì åñòåñòâåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ î äèíàìèêå ýëåêòðîíîâ â ñâåðõïðîâîäíèêå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñâåðõïðîâîäíèê ñîñòîèò èç ýëåêòðîíîâ äâóõ ñîðòîâ, íîðìàëüíûõ è ñâåðõïðîâîäÿùèõ, è íåïî-
äâèæíûõ èîíîâ, ôîðìèðóþùèõ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâåðõïðîâîäÿùèå
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Ðèñ. 18: Ïðîíèêíîâåíèå ñòàòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñëîé ñâåðõïðîâîäíèêà êîíå÷íîé òîëùèíû,
ïàðàìåòð z � 1 äëÿ âåðõíåé êðèâîé, z ∼ 1 -äëÿ ñðåäíåé, è z � 1 äëÿ ñàìîé íèæíåé

ýëåêòðîíû íå èñïûòûâàþò òðåíèÿ ñî ñòîðîíû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, â îòëè÷èå îò íîðìàëüíûõ
ýëåêòðîíîâ. Áóäåì îïèñûâàòü ýòè äâå ýëåêòðîííûå æèäêîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

ṅs + divnsvs = 0, (60)

mns[v̇s + (vs∇)vs] +∇ps = nse{E +
1

c
[vs ×B]}, (61)

ṅn + divnnvn = 0, (62)

mns[v̇s + (vs∇)vs] +∇pn = f + nne{E +
1

c
[vs ×B]}. (63)

Ðàññìîòðèì ñ ïîìîùüþ ýòèõ óðàâíåíèé äèíàìèêó ýëåêòðîíîâ â ïîëå ïîïåðå÷íîé ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû, òàêîé, ÷òî divE = 0. Ñ÷èòàÿ àìïëèòóäó âîëíû íå ñëèøêîì áîëüøîé, òàê ÷òî ñêîðîñòè
ýëåêòðîíîâ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà vs,n � c ìû ñìîæåì ïðåíåáðå÷ü â óðàâíåíè-
ÿõ 60 ÷ëåíàìè (v∇)vs è 1

c [v × B]. Èç óñëîâèÿ ïîïåðå÷íîñòè ïîëÿ divE = 0 ñëåäóåò divv = 0,
÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ ðàâíû íóëþ
ṅ = 0, ∇p(n) = 0 è êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ ns, nn ïîñòîÿííû. Â äàííîé òåîðèè îíè ÿâëÿþò-
ñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè òåìïåðàòóðû, êîòîðûå äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç óñëîâèÿ
äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ñîâïàäåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì. Óðàâíåíèÿ 60 ðåçêî óïðîùàþòñÿ è ïðèíèìàþò
âèä

v̇s =
eE

m
, v̇n + νvn =

eE

m
, (64)

ãäå ìû ïðèíÿëè ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ñèëû òðåíèÿ íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ îá èîíû f =
−mnnνvn. Ïàðàìåòð ν íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé ÷àñòîòîé ñòîëêíîâåíèé.

Íàéäåì ñ ïîìîùüþ ýòèõ óðàâíåíèé ìàòåðèàëüíóþ ñâÿçü äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà, ñâÿçü ìåæäó
òîêîì

j = js + jn, js = ensvs, jn = ensvn,

è ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, êîòîðàÿ äàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîâîäèìîñòè j = σ̂E. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ
64 â âèäå

∂js
∂t

=
ω2
s

4π
E,

∂jn
∂t

+ νjn =
ω2
n

4π
E, ω2

s,n =
4πe2ns,n

m
, (65)
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ãäå ωs,n - ïëàçìåííûå ÷àñòîòû ñâåðõïðîâîäÿùèõ è íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ, è, îòûñêèâàÿ ðåøåíèÿ
â âèäå ∼ e−iωt, íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîâîäèìîñòè

σ(ω) = σs + σn = − ω2
s

4πiω
− ω2

n

4πi(ω + iν)
, (66)

ñîñòîÿùåå èç äâóõ âêëàäîâ, ñâåðõïðîâîäÿùåãî è íîðìàëüíîãî. Ïðè ÷àñòîòàõ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ω � ν íîðìàëüíàÿ ÷àñòü ïðîâîäèìîñòè ïîñòîÿííà è äàåòñÿ âûðà-
æåíèåì Äðóäå σn = ω2

n/4πν. ×àñòî, ïðè îïèñàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåùåñòâå, âìåñòî ïðî-
âîäèìîñòè èñïîëüçóþò äðóãóþ ôóíêöèþ îòêëèêà, äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ε, ââîäÿ âåêòîð
ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè D = E+4πP = εE, è çàïèñûâàÿ ýëåêòðè÷åñêèé òîê j êàê òîê ïîëÿðèçàöèè
j = ∂P

∂t . Câÿçü ìåæäó ε è σ äàåòñÿ ïðîñòûì âûðàæåíèåì ε = 1 − 4πσ
iω îòêóäà äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé

ïðîíèöàåìîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà èìååì

ε(ω) = 1− ω2
s

ω2
− ω2

n

ω(ω + iν)
. (67)

Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âèäå

rotE = i
ω

c
B (68)

rotB = −iω
c
εE, (69)

è èñêëþ÷àÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

rot rotB− ω2

c2
ε(ω)B = 0, èëè ∆B +

ω2

c2
ε(ω)B = 0. (70)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñòàòè÷åñêîì ïðåäåëå, ò.å. ïðè ω → 0, ýòî óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå
Ëîíäîíîâ 57 ñ λ = c/ωs, ïîëó÷åííîå ðàíåå ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. Â ýòîì ïðåäåëå óäîáíî
çàïèñûâàòü ìàòåðèàëüíîå ñîîòíîøåíèå 66 äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â âèäå ñâÿçè òîêà è âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëà E = −(1/c)∂A/∂t. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà âûáðàíà êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà,
ìû ïîëó÷èì

j = − ω2
s

4πc
A = − c

4π

1

λ2
A. (71)

Çíàÿ ìàòåðèàëüíóþ ñâÿçü, ìîæíî ðåøàòü ëþáûå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíè-
êàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòðàæåíèè ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îò
ñâåðõïðîâîäíèêà.

5.4 Ïîâåðõíîñòíûé èìïåäàíñ ñâåðõïðîâîäíèêà è ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ

Ðåøèì ñ ïîìîùüþ âûâåäåííûõ óðàâíåíèé 70 çàäà÷ó î íîðìàëüíîì ïàäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû èç âàêóóìà íà ñâåðõïðîâîäíèê ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ 71, çàïîëíÿþùèé ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî x > 0. Ïóñòü åñòü òîëüêî Ey = E, Bz = B êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Äëÿ
ïîëåé ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíèöû ñîîòâåòñòâåííî èìååì

E = E0(eikx +Re−ikx), B = E0(eikx −Re−ikx), k2 = ω2/c2, x < 0, (72)

E = TE0e
iksx, B = TE0

cks
ω
eiksx, k2 = ε(ω)ω2/c2, x > 0 (73)

Îòíîøåíèå òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èìïåäàí-
ñîì Z = Etau/Bτ è äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èìïåäàíñà èç 72 èìååì ïðîñòîå âûðàæåíèå Z(ω) = 1√

ε(ω)
,

ãäå ε - äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà. Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæ-
äåíèÿ ñëåäóþò èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ïîëåé ïðè x = 0 è ëåãêî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòíûé èìïåäàíñ

R =
Z − 1

Z + 1
, T =

2

Z + 1
.
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Íàðÿäó ñ ïîâåðõíîñòíûì èìïåäàíñîì ÷àñòî èñïîëüçóþò ïîíÿòèå êîìïëåêñíîé ãëóáèíû ïðîíèêíî-
âåíèÿ, îïðåäåëÿåìîé êàê λ−1 = Ex/E = iks = i(ω/c)

√
ε. Ýòà âåëè÷èíà íåñåò òó æå èíôîðìàöèþ,

÷òî è ïîâåðõíîñòíûé èìïåäàíñ è íåïîñðåäñòâåííî ñ íèì ñâÿçàíà Z = i(ω/c)λ. Òîëùèíîé ñêèí-ñëîÿ
îáû÷íî íàçûâàþò âåëè÷èíó δ = Reλ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíû
δ, λ â ñòàòè÷åñêîì ïðåäåëå ïåðåõîäÿò â Ëîíäîíîâñêóþ ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ, îïðåäåëåííóþ ðàíåå
52. Äåéñòâèòåëüíî

λ−1 = lim
ω→0

iω

c

√
1− ω2

s

ω2
− ω2

n

ω(ω + iν)
=
ωs
c
.

Âàæíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå, ÷òî ñâåðõïðîâîäíèê íå îáëàäàåò
ïîòåðÿìè òîëüêî íà íóëåâîé ÷àñòîòå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, îïðåäåëåí-
íûé êàê

Q = 1− |R|2

îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè êîíå÷íûõ ω. Îäíàêî, îí ìîæåò áûòü äîâîëüíî ìàëûì, è ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì
ñâÿçàíî øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ñâåðõïðîâîäÿùèõ ìàòåðèàëîâ, â ÷àñòíîñòè Nb, äëÿ ñîçäàíèÿ âûñî-
êîäîáðîòíûõ ÑÂ× ðåçîíàòîðîâ. Òàêèå ðåçîíàòîðû, íàïðèìåð, øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â óñêîðèòåëÿõ
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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6 Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

6.1 Èäåÿ îáùåé òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Ñòðóêòóðà ïàðàìåòðà ïîðÿä-

êà äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-

îäíîðîäíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà

Â òåîðèè Ëîíäîíîâ, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, êîíöåíòðàöèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåê-
òðîíîâ ns áûëà ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé ñòàíîâèëñÿ íå ðàâíûì íóëþ ïðè òåì-
ïåðàòóðå íèæå êðèòè÷åñêîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû áûëè ïðîñòî ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå
ôàçîâîãî ïåðåõîäà, íå èìåÿ íèêàêèõ ñðåäñòâ äëÿ îïèñàíèÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Èäåÿ ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêîé òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè áèôóðêàöèé, ïåðåñòðîéêè ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîçíèêëà àíàëîãèÿ
ñ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, íàì íåîáõîäèìî ñêîíñòðóèðîâàòü äèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ è óðàâíå-
íèÿ äëÿ íå¼, çàâèñÿùèå îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, òàêèõ êàê òåìïåðàòóðà è
äàâëåíèå. Òîãäà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áóäåò àíàëîãè÷íà ôàçîâîé
äèàãðàììå òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ.

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ïåðâûé âàðèàíò êîòîðîé áûë ðàçðàáîòàí Êþðè
è Âåéññîì â 1905 ã. äëÿ îïèñàíèÿ ôåððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáè-
ðàåòñÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, êîòîðàÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ìàêðîñêîïè÷åñêóþ
äèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ, òàêóþ, ÷òî å¼ ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ïî îäíó ñòîðîíó ôàçîâîãî ïåðåõîäà
ðàâíî íóëþ, à ïî äðóãóþ - íå ðàâíî. Ôàçà, ãäå ïàðàìåòð ïîðÿäêà îòëè÷åí îò íóëÿ, íàçûâàåòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííîé, ôàçà ñ íóëåâûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà - íåóïîðÿäî÷åííîé. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïàðàìåòðîâ
ïîðÿäêà äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, îòëè÷àþùèõ ôàçû ñ ðàçëè÷íîé ñèììåòðèåé

• Ïåðåõîä ïàðàìàãíåòèê - ôåððîìàãíåòèê. Ïàðàìåòð ïîðÿäêà - âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòè M,
âîçíèêàþùèé ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå. Â ïàðàìàãíèòíîé ôàçåM = 0, â ôåððîìàãíèòíîéM 6= 0.
Ïàðàìàãíèòíàÿ ôàçà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé â ïðîñòðàíñòâå, â ôåððîìàãíèòíîé
ôàçå ýòà ñèììåòðèÿ áóäåò ñïîíòàííî íàðóøåíà.

• Ïàðàìåòð ïîðÿäêà îòëè÷àþùèé æèäêîñòü è òâåðäîå òåëî - óïðóãèé ñäâèãîâûé ìîäóëü. Â æèä-
êîñòè îí ðàâåí íóëþ, â òâåðäîì òåëå - íåò.

• Çà ïàðàìåòð ïîðÿäêà, îòëè÷àþùèé êðèñòàëë îò àìîðôíîãî èëè æèäêîãî òåëà, ìîæíî ïðèíÿòü
âèä ñïåêòðà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè 〈n(r)n(r + ξ)〉, - â êðèñòàëëå
ñïåêòð äèñêðåòíûé, â àìîðôíîì òåëå - íåïðåðûâíûé.

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà ìîæíî áûëî áû âûáðàòü ns - êîíöåíòðàöèþ
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ. Òàêàÿ òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà ýòîì âûáîðå, áûëà ïîñòðîåíà Ãîðòåðîì
è Êàçèìèðîì, íî íå èìåëà áîëüøîãî óñïåõà. Âîîáùå, ïîñòðîåíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè è
óãàäûâàíèå ñòðóêòóðû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, òðåáóåò ëèáî çíàíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîé ïðèðîäû ôàçî-
âîãî ïåðåõîäà, ëèáî ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè î ñèììåòðèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ëèáî äîëæíî
ïðîñòî ïîâåçòè, êàê Ãèíçáóðãó è Ëàíäàó. Îíè ðàçðàáîòàëè ñâîþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ â òî
âðåìÿ, êîãäà íå ñóùåñòâîâàëî ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè.

Ãèíçáóðã è Ëàíäàó ïðåäëîæèëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà èñïîëü-
çîâàòü êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ Ψ(r), òàê ÷òîáû ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ ns áûëà
ïðîïîðöèîíàëüíà |Ψ|2. ß äóìàþ, ÷òî Ãèíçáóðãîì è Ëàíäàó äâèãàëà àíàëîãèÿ ñ îäíî÷àñòè÷íîé
êâàíòîâîé ìåõàíèêîé, â êîòîðîé òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçàíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è âåðîÿòíîñòü
íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x.

Åñëè ïàðàìåòð ïîðÿäêà âûáðàí òàêèì îáðàçîì, òî â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, î÷åâèäíî, ÷òî
âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ñâåðõïðîâîäíèêà áóäóò ôóíêöèåé ns ∼ |Ψ|2 è ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíò-
íû îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ âðàùåíèé ψ → ψeiα.

Ñëåäóþùèé ýòàï ñîñòîèò â êîíñòðóèðîâàíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êàê ôóíöèîíàëà îò ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà F [Ψ]. Äëÿ òîãî ÷òîáû åãî ñêîíñòðóèðîâàòü, ïðåäïîëîæèì ÷òî ôàçîâûé ïåðåõîä â ñâåðõïðî-
âîäÿùåå ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò ïóòåì ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà, òàê ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà
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â îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà ìàë, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.19, òàê ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàçëî-
æèìà â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà, òî÷íåå ïî ns Èòàê, ïðåäïîëàãàÿ ïàðàìåòð ïîðÿäêà íå

TT
c

|Y|
2

Ðèñ. 19: Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îò òåìïåðàòóðû â îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà

çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò, çàïèøåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà â âèäå

F (ψ) = F0(V, T ) + a(V, T )V |Ψ|2 + b(V, T )V
|Ψ|4

2
, (74)

è äàëüíåéøèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ ïðåíåáðåæåì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðàâèëàìè, óðàâíå-
íèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè, èìåþùåãî âèä
∂F/∂Ψ∗ = ∂F/∂Ψ = 0. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ a, b äîëæíû áûòü àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
òåìïåðàòóðû â îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà, êîòîðûé áóäåì ñ÷èòàòü ïðîèñõîäÿùèì ïðè íåêîòî-
ðîé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå Tc, ñëåäîâàòåëüíî ìû ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

a(T ) = a0 + a1(T − Tc) + ...; b(T ) = b0 + b1(T − Tc) + ....

è îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìè íåèñ÷åçàþùèìè ÷ëåíàìè ýòèõ ðàçëîæåíèé, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â îêðåñò-
íîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà

F0 = const, a(T ) = α(T − Tc), b(T ) = b = const. (75)

Èç ñîîáðàæåíèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ áûëà
îãðàíè÷åíà ñíèçó, è, ñëåäîâàòåëüíî äîëæíî áûòü b > 0, êðîìå òîãî ìû õîòèì ÷òîáû ïðè T > Tc ó
íàñ áûëà íîðìàëüíàÿ ôàçà ñ Ψ = 0, òî äîëæíî áûòü α > 0 Ïîêàæåì, ÷òî íàïèñàííàÿ ìîäåëü äàåò
ôàçîâûé ïåðåõîä. Ïðîâàðüèðîâàâ ïî Ψ∗ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

F (ψ) = F0 + aV |Ψ|2 + bV
|Ψ|4

2
, (76)

è ïðèðàâíÿâ å¼ íóëþ, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∂F

∂Ψ∗
= aΨ + b|Ψ|2Ψ = Ψ(a+ b|Ψ|2) = 0, (77)

îòêóäà íàéäåì ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå Ψ = 0, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó F ïðè a > 0
èëè ïðè T > Tc. Ïðè a < 0 âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíîå (íåíóëåâîå) ðåøåíèå

|Ψ|2 = −a
b
. (78)

Ãðàôèê ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå è íèæå ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïîêàçàí íà Ðèñ.20
Èòàê, íàì óäàëîñü ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî ïîñòðîåíèÿ îïèñàòü ôàçîâûé ïåðåõîä. Îöåíèì ïîðÿäîê
÷ëåíîâ, ó÷òåííûõ â ðàçëîæåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè 76. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè
ôàçîâîãî ïåðåõîäà ìàë Ψ ∼ µ (çà µ ìû îáîçíà÷èëè ìàëûé ïàðàìåòð µ � 1) íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
âñå ÷ëåíû, ó÷òåííûå â ðàçëîæåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè 76 èìåþò ïîðÿäîê bµ4. Äåéñòâèòåëüíî, èç
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F F

a>0
a<0

Ðèñ. 20: Çàâèñèìîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè îò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå è íèæå
òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà

78 ñëåäóåò, ÷òî a ∼ bµ2 ìàëî â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà è îáà ÷ëåíà îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
a|Ψ|2 ∼ b|Ψ|4 ∼ bµ4. Îòáðîøåííûå ÷ëåíû èìåþò âûñøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ∼ µ6. Îòáðàñûâàíèå
âûñøèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ áóäåò íåçàêîííûì, åñëè òîëüêî â ñèëó êàêèõ ëèáî ïðè÷èí êîýôôèöèåíò
ðàçëîæåíèÿ b ñòàíåò àíîìàëüíî ìàëûì.

Êðàòêî ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ÷òî ìû ñäåëàëè,

• ìû âûáðàëè ïàðàìåòð ïîðÿäêà, îáëàäàþùèé îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé, â íàøåì ñëó÷àå ñèì-
ìåòðèåé îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ âðàùåíèé. Òàêèå ôàçîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà,
êàê ìû óâèäèì, òåñíî ñâÿçàíû ñ êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, è ïîýòîìó èõ òîæå íàçûâàþò êàëèáðîâî÷íûìè

• ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âûáðàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñèììåòðèè, è òåì ñàìûì çàâèñèò òîëüêî îò èíâàðèàíòà |Ψ|2

• ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ àíàëèòè÷åñêèì îáðàçîì çàâèñèò îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ è èíâàðèàíòà |Ψ|2, ðàçëîæèëè å¼ â ðÿä, è îãðàíè÷èëèñü äâóìÿ ÷ëåíàìè.

• ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå âîçíèê íåíóëåâîé ïàðàìåòð ïîðÿäêà Ψ 6= 0, êîòîðûé íàðóøèë èñõîäíóþ
ñèììåòðèþ.

Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ñâåðõïðîâîäíèêà. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 78 â âûðàæåíèå äëÿ ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè 76 íàéäåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â ñâåðõïðîâîäÿùåì è íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèÿõ

Fs = F (|Ψ|2 = a/b) = F0 + a
(
−a
b

)
V +

b

2

a2

b2
= F0 −

a2

2b
V, Fn = F (Ψ = 0) = F0. (79)

Âñïîìèíàÿ òåïåðü îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé ñâîáîäíûõ
ýíåðãèé â íîðìàëüíîì è ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè 48

Fs +
H2
c

8π
V = Fn,

ìû íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû a, b òåîðèè
Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

H2
c (T )

8π
=
a2

2b
=
α2

2b
(T − Tc)2. (80)
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Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ïî òåìïåðàòóðå S = −∂F/∂T íàéäåì èçìåíåíèå ýíòðî-
ïèè è ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè ïðè S −N ïåðåõîäå

Ss = Sn +
α2

b
V (T − Tc), Cs = Cn +

α2

b
V Tc

Çàìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð ïðîâåäåííîå ðàçâèòèå òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ñîâåðøåííî íå áûëè ñâÿçàíû ñî ñòðóêòóðîé è ñèììåòðèåé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ìû áû ìîãëè
ïðèíÿòü çà ïàðàìåòð ïîðÿäêà ns, íàïèñàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ â ôîðìå

F (ψ) = F0 + aV ns + b
n2
s

2
,

äèôôåðåíöèðóÿ êîòîðóþ ïî ns ìû áû ïîëó÷èëè òå æå ñàìûå ðåçóëüòàòû. Èìåííî òàê ïîñòóïè-
ëè Ãîðòåð è Êàçèìèð ïðè ïîñòðîåíèè ñâîåé òåîðèè. Ðàçíèöà âîçíèêàåò ïðè îáîáùåíèè òåîðèè íà
ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé è ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì.

6.2 Îáîáùåíèå íà ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé

Òåïåðü âîîðóæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿìè î òîì êàê íóæíî êîíñòðóèðîâàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, ïîïðî-
áóåì îáîáùèòü òåîðèþ íà ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûé ñëó÷àÿ. Ïåðâûé øàã, êîòîðûé ìû äîëæíû
ñäåëàòü, ýòî ñ÷èòàòü â 76 ïàðàìåòð ïîðÿäêà çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò Ψ(r) è çàìåíèòü óìíîæåíèå
íà îáúåì èíòåãðèðîâàíèåì ïî d3r = dV,

F [Ψ] = F0 +

∫
a|Ψ(r)|2 + b

|Ψ(r)|4

2
d V,

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò Ψ, àðãóìåíò êîòîðîãî ïèøåì â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ. Îäíàêî, ýòîé ïðîöåäóðû íåäîñòàòî÷íî. Ïðè ó÷åòå ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè ôóíê-
öèîíàë ñâîáîäíîé ýíåðãèè ìîæåò çàâèñåòü è îò ïðîèçâîäíûõ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ îò ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà ïî êîîðäèíàòàì. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòè ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè â ñâîáîäíîé ýíåðãèè äîëæíû
áûòü èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ âðàùåíèé. Åñëè æå ñâåðõïðîâîäíèê åùå è èçîòðîïåí, òî
ôóíêöèîíàë F äîëæåí èíâàðèàíòåí è îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé, ò.å. çàâèñåòü îò
ñêàëÿðíûõ êîìáèíàöèé îò ∇Ψ. Ìû âûïèøåì äëÿ ïðèìåðà, âîçìîæíûå ÷ëåíû

F [Ψ] = F0 +

∫
a|Ψ(r)|2 + b

|Ψ(r)|4

2
+ c|∇Ψ|2 + d|∆Ψ|2 + e|Ψ|2|∇Ψ|2 + ...d V,

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàñøòàá íåîäíîðîäíîñòè l ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âåëèê, òàê ÷òî l−1 ∼ µ, òîãäà
ãðàäèåíò ∇Ψ ∼ µ2. Â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî ÷ëåí |∇Ψ|2 èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê µ4 êàê è îñòàâëåí-
íûå â 76 ÷ëåíû. Îêîí÷àòåëüíî èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè,
ó÷èòûâàþùåå ñëàáóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ íåîäíîðîäíîñòü.

F [Ψ] = F0 +

∫
a|Ψ(r)|2 + b

|Ψ(r)|4

2
+ c|∇Ψ|2d V,

Èç ñîîáðàæåíèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, çàêëþ÷àþùåéñÿ â òðåáîâàíèè îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò c = χ2 > 0.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âû-
÷èñëèì âàðèàöèþ ýòîãî ôóíêöèîíàëà, ñ÷èòàÿ δΨ è δΨ∗ íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè

δF =

∫ {
χ2∇Ψ∇δΨ∗ + aΨδΨ∗ + b|Ψ|2ΨδΨ∗

}
d V + c.c. (81)

Ïðåäñòàâèâ ÷ëåí ∇Ψ∇δΨ∗ â âèäå

∇Ψ∇δΨ∗ = divδΨ∗∇Ψ− δΨ∗∆Ψ
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è ïðåîáðàçîâàâ ÷ëåí ñ div â èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà, äëÿ âàðèàöèè ñâîáîäíîé
ýíåðãèè ïîëó÷èì âûðàæåíèå

δF =

∫ {
−χ2∆Ψ + aΨ + b|Ψ|2Ψ

}
δΨ∗d V +

∮
(n • ∇Ψ)δΨ∗ dS + c.c., (82)

ñîäåðæàùåå îáúåìíûé è ïîâåðõíîñòíûé âêëàä. Òðåáóÿ ðàâåíñòâà íóëþ îáúåìíîé ÷àñòè âàðèàöèè

δF =

∫
δF

δΨ∗
δΨ∗ dV + c.c.

ïðè ïðîèçâîëüíûõ δΨ∗, δΨ íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

−χ2∆Ψ + aΨ + b|Ψ|2Ψ = 0.

Èç ðàâåíñòâà íóëþ ïîâåðõíîñòíîãî âêëàäà ïðè ïðîèçâîëüíîì δΨ|S ñëåäóåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà
ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèê-âàêóóì

(n • ∇Ψ)|S = 0,

ãäå n íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà.
Íîðìèðîâêà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ò.å. åãî ñâÿçü ñ ns è âûáîð êîýôôèöèåíòîâ a, b, χ2, äî ñèõ ïîð

áûëè ïðîèçâîëüíûìè. Åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå - ëèøü áû âûðàæåíèå 81, è â ÷àñòíîñòè, χ2|∇Ψ|2 V,
èìåëî ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè. Äëÿ âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíè-
ÿìè.

Óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íàïîìèíàåò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
äëÿ ÷àñòèöû è åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèå äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé âîëíîâîé ôóíê-
öèè êîíäåíñàòà ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àíàëîãèåé ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé
âûáåðåì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà χ2 ðàâíûì χ2 = ~2/2m∗, ãäå m∗ ìàññà ýëåìåíòàðíîãî íîñèòåëÿ.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî íîñèòåëÿìè çàðÿäà â ñâåðõïðîâîäíèêå ÿâëÿþòñÿ êóïåðîâñêèå ïà-
ðû - êîððåëèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ, èõ ìàññà è çàðÿä îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
m∗ = 2m, e∗ = 2e ãäå m, e - ìàññà è çàðÿä ýëåêòðîíà. Òàêîé âûáîð êîýôôèöèåíòà χ2 âåäåò ê òîìó,
÷òî |Ψ|2 áóäåò ïðåäñòàâëÿòü êîíöåíòðàöèþ êóïåðîâñêèõ ïàð, òàê ÷òî ns = 2|Ψ|2.

Ñóììèðóÿ íàøè ñîãëàøåíèÿ î âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ â âûðàæåíèè äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è
íîðìèðîâêå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà êàê êîíöåíòðàöèè êóïåðîâñêèõ ïàð ìû âûïèøåì âûðàæåíèå äëÿ
ñâîáîäíîé ýíåðãèè

F [Ψ] = F0 +

∫
~2

4m
|∇Ψ|2 + a|Ψ|2 + b

|Ψ|4

2
d V, (83)

óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

− ~2

4m
∆Ψ + aΨ + b|Ψ|2Ψ = 0, (84)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(n • ∇Ψ)|S = 0, (85)

ïîëó÷åííûå èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà 83.
Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 84 ìîæíî âû÷èñëèòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ 83 â ñâåðõïðîâîäÿùåì

ñîñòîÿíèè. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, âûðàçèì |∇Ψ|2 â 83 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ |∇Ψ|2 = −Ψ∗∆Ψ +
divΨ∗∇Ψ è ó÷òåì âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ 84 è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 85

F [Ψ] = F0 +

∫
~2

4m
|∇Ψ|2 + a|Ψ|2 + b

|Ψ|4

2
d V =

F0 +

∫
Ψ∗
[
− ~2

4m
∇Ψ + aΨ +

b

2
|Ψ|2Ψ

]
d V +

∫
Ψ∗∇ΨdS = F0 +

∫
− b

2
|Ψ|4d V, (86)

Ïîäåëèâ âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ 84 íà a, êîòîðàÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòÿíèè îòðèöàòåëüíà, ìû
óâèäèì, ÷òî ïàðàìåòð ~2/(4m|a|) èìååò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà äëèíû. Ýòà äëèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, îíà îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé ξ
è íàçûâàåòñÿ äëèíîé êîãåðåíòíîñòè

ξ =
~√

4m|a|
=

~√
4mα(Tc − T )

. (87)

Å¼ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû èçîáðàæåíà íà Ðèñ.21 Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü

TT
c

x

Ðèñ. 21: Çàâèñèìîñòü äëèíû êîãåðåíòíîñòè îò òåìïåðàòóðû

ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â íåîäíîðîäíûõ ñâåðõïðîâîäíè-
êàõ. Íåîäíîðîäíîñòü õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ áóäåò âûðàæàòüñÿ çàâèñè-
ìîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ a, b, χ2 îò êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèåì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ìîæåò
áûòü îïèñàí è ïàðàìåòð ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì ìåòàëëå, ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñ 75 ìû äîëæíû ñ÷è-
òàòü a > 0 Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçó÷èì ðàñïðåäåëåíèå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íà ãðàíèöå
ìåæäó äâóìÿ íîðìàëüíûì è ñâåðõïðîâîäÿùèì ìåòàëëîì.

6.3 Ýôôåêò áëèçîñòè

Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è âèä ïðèâåäåíà íà Ðèñ.22. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôå-
íîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè äâà ñîïðèêàñàþùèõñÿ ìåòàëëà 1, 2 ðàçëè÷àþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè a1, a2

è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìîé òåìïåðàòóðå T a1 > 0, a2 < 0, òàê ÷òî ñëåâà ìû èìååì
ñâåðõïðîâîäíèê, à ñïðàâà- íîðìàëüíûé ìåòàëë. Ãðàíèöó ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêàìè áóäåì ñ÷èòàòü
ðåçêîé â ìàñøòàáå äëèí êîãåðåíòíîñòè, òàê ÷òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé àï-
ïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè a(x), êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.22 b), íî â òîæå âðåìÿ ïëàâíîé, ÷òîáû áûëî
ïðèìåíèìî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

− ~2

4m

∂2Ψ

∂x2
+ a(x)Ψ + b|Ψ|2Ψ = 0, (88)

ãäå a ìåíÿåòñÿ â óçêîé îáëàñòè ïåðåõîäà, à çà ãðàíèöàìè ýòîé îáëàñòè ïîñòîÿííà. Çàìåòèì òàê-
æå, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò áûòü âûáðàí äåéñòâèòåëüíûì. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ïî îáëàñòè
ïåðåõîäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâÿçûâàþùèå ïîëÿ ñëåâà è ñïðàâà îò ïåðåõîäíîé
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Ðèñ. 22: Ýôôåêò áëèçîñòè - ïðîíèêíîâåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè â íîðìàëüíûé ìåòàëë

îáëàñòè, êîòîðûå âûðàæàþò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíîé ñëåâà è ñïðàâà îò ñêà÷êà a.

Ψ(−0) = Ψ(+0), Ψx(−0) = Ψx(+0).

Â ãëóáèíå íîðìàëüíîé îáëàñòè x → ∞ ïàðàìåòð ïîðÿäêà äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, à â ãëóáèíå
ñâåðõïðîâîäíèêà - ê ñâîåìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ

√
|a1|/b Óðàâíåíèå 88 c ïîñòîÿííûì a

− ~2

4m

∂2Ψ

∂x2
+ aΨ + bΨ3 = 0, (89)

ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷íî è åãî ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè, à ïðè
íàøèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ýòè ôóíêöèè ßêîáè åùå è âûðîäÿòñÿ â ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. ×òîáû
ýòî ïîêàçàòü, çàìåòèì, ÷òî äîìíîæàÿ íà Ψx, ìû ìîæåì ñâåñòè åãî ê âèäó

∂

∂x

{
− ~2

4m
Ψ2
x + aΨ2 +

b

2
Ψ4

}
= 0,

îòêóäà íàõîäèì ïåðâûé èíòåãðàë

− ~2

4m
Ψ2
x + aΨ2 +

b

2
Ψ4 = C = const (90)

Ðàññìîòðèì ýòî óðàâíåíèå äëÿ îáëàñòè ñâåðõïðîâîäíèêà, ãäå a = a1 < 0. Íàõîäÿ èç ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ ïðè x→ −∞ çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C = −|a1|2/(2b) çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ îáëàñòè x < 0

− ~2

4m
Ψ2
x +

b

2

(
Ψ2 − |a1|

b

)2

= 0,

îòêóäà ñðàçó æå ñëåäóåò ðåøåíèå

Ψ− =

√
|a1|
b

tanh

(√
2m|a1|
~

(x− x1)

)
,

ãäå x1 - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå ÃË â ôîðìå 90 äëÿ íîðìàëüíîãî ìå-
òàëëà, èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ÷òî ïðè x → ∞ Ψ → 0 ìû íàéäåì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C = 0, è
óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â íîðìàëüíîì ìåòàëëå

− ~2

4m
Ψ2
x +

b

2
Ψ2

(
Ψ2 +

|a2|
b

)
= 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

Ψ+ =

√
a2

b
sinh−1

(√
2ma2

~
(x− x2)

)
.
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Òðåáóÿ íåïðåðûâíîñòè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà Ψ− = Ψ+ è åãî ïðîèçâîäíîé Ψ−x = Ψ+
x ïðè x = 0 ìû

íàéäåì íåîïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå x1,2 è òåì ñàìûì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Âèä ðåøå-
íèÿ èçîáðàæåí íà Ðèñ.22. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåíèå ýôôåêòà
áëèçîñòè, ÷òî ïðè êîíòàêòå ñâåðõïðîâîäíèêà è íîðìàëüíîãî ìåòàëëà, â íîðìàëüíîì ìåòàëëå â óç-
êîé îáëàñòè âîçíèêàåò íàâåäåííàÿ ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Â ñâîþ î÷åðåäü, íîðìàëüíûé ìåòàëë ïîðòèò
ñâåðõïðîâîäèìîñòü (óìåíüøàåò Ψ) â ñâåðõïðîâîäíèêå.

6.4 Êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü è âçàèìîäåéñòâèå ñ ìàãíèòíûì ïî-

ëåì. Óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó.

Âçàèìîäåéñòâèå ñ ìàãíèòíûì ïîëåì îñíîâûâàåòñÿ íà óæå îáñóæäàâøåéñÿ àíàëîãèè óðàâíåíèÿ 84 c
óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Íàïîìíèì, êàê âõîäèò ìàãíèòíîå ïîëå â óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè
- óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà. Âûïèøåì õîðîøî âàì èçâåñòíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè îäíîé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â îòñóòñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

i~ψ̇ =
p̂2

2m∗
ψ =

1

2m∗
(−i~∇)2ψ; p̂ = −i~∇, (91)

ãäå m∗ -ìàññà ÷àñòèö. Çàòåì çàïèøåì óðàâíåíèå â ïðèñóòñòâèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïèñûâà-
åìîãî âåêòîðíûì A è ñêàëÿðíûì ϕ ïîòåíöèàëàìè

i~ψ̇ =
(p̂− e∗/cA)2

2m∗
ψ + e∗ϕψ =

1

2m∗
(−i~∇− e∗

c
A)2ψ + e∗ϕψ, (92)

ãäå e∗ -çàðÿä ÷àñòèöû, è çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå 91 îòëè÷àåòñÿ îò 92 çàìåíîé âðåìåííûõ è ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ íà êîâàðèàíòíûå èëè "óäëèíåííûå"ïðîèçâîäíûå

−i~∇ → −i~∇− e∗

c
A, è i∂t → i∂t − e∗ϕ, (93)

ãäå A, ϕ - âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîëåâûìè âåê-
òîðàìè E, B ñîîòíîøåíèÿìè

B = rotA, E = −1

c

∂A

∂t
−∇ϕ. (94)

Âõîæäåíèå ïîòåíöèàëîâ â êâàíòîâóþ òåîðèþ â âèäå 93 îáåñïå÷èâàåò êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíò-
íîñòü, çíàêîìóþ âàì ïî êóðñó êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè.

Îñòàíîâèìñÿ íåñêîëüêî íà ïîíÿòèè êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè. Ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Êàê ëåãêî âèäåòü èç 94 ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ
îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè, åñëè ìû ïîäâåðãíåì ïîòåíöèàëû êàëèáðîâî÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ,

A→ A +∇f, ϕ→ ϕ− 1

c

∂f

∂t
(95)

Íåòðóäíî òàêæå âèäåòü ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, êàê ðåëÿòèâèñòñêàÿ, òàê è íåðåëÿòèâèòñêàÿ,
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö
ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå, êîãäà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âõîäèò â íèõ òîëüêî ÷åðåç ñèëó Ëîðåíöà

F = e∗E +
1

c
[v ×B],

êóäà âõîäÿò òîëüêî ïîëÿ E,B, êîòîðûå êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíû. Â êâàíòîâîé æå ìåõàíèêå,
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû - óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà 92, ÿâíûì îáðàçîì ñîäåðæèò ïîòåíöèàëû, è
êàçàëîñü áû íå ìîæåò áûòü êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì. Îäíàêî, åñëè ìû íàðÿäó ñ 95 ïðåîáðàçóåì
ôàçó âîëíîâîé ôóíêöèè ψ → ψeie

∗f/~c, ò.å. ñôîðìóëèðóåì êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê

A→ A +∇f, ϕ→ ϕ− 1

c

∂f

∂t
, ψ → ψeie

∗f/~c, (96)
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òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, â êîòîðîå âðåìåííûå
è ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå âõîäÿò â âèäå 93 îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì, ïîñêîëüêó äîáàâêà ê
ïîòåíöèàëó áóäåò ñêîìïåíñèðîâàíà ïðîèçâîäíîé îò ôàçû

[−i~∇− e∗

c
(A +∇f)]ψeie

∗f/(~c) = eie
∗f/(~c)[−i~∇− e∗

c
A]ψ, (97)

[i~∂t − e∗(ϕ−
1

c
∂tf)]ψeie

∗f/(~c) = eie
∗f/(~c)[i~∂t − e∗ϕ]ψ (98)

è íå ðàâíûé íóëþ ìíîæèòåëü eie
∗f/(~c) ïðîíîñèòñÿ ÷åðåç âñå óðàâíåíèå. Â ñèëó ýòîãî æå ðàâåí-

ñòâà ïðè êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè 96 îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ëþáàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà,
êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, âûðàæàåòñÿ êàê ñðåäíåå îò

ψ∗Q(−i~∇− e∗

c
A)ψ,

ãäå Q(p̂) ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà p̂, ïîíèìàåìàÿ êàê ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà. Òàêèì
îáðàçîì è êâàíòîâàÿ è êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, êàê è ýëåêòðîäèíàìèêà ÿâëÿþòñÿ êàëèáðîâî÷íî
èíâàðèàíòíûìè. Êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì òðåáî-
âàíèåì, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íîðìàëüíàÿ ôèçè÷åñêàÿ òåîðèÿ.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû è íàøà òåîðèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó âêëþ÷àëà âçàèìîäåéñòâèå ñ ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîëåì êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì îáðàçîì, ïîäîáíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Âñïîìèíàÿ, ÷òî
çàðÿä è ìàññâ êóïåðîâñêîé ïàðû e∗ = 2e,m∗ = 2m, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìû äîëæíû çàìåíèòü
ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå â âûðàæåíèè äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè 83 íà "óäëèíåííûå"−i~∇ →
−i~∇ − 2e

c A, è äîáàâèòü âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèòíîé ýíåðãèè, â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó
âûðàæåíèþ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

F [Ψ] = F0 +

∫
1

4m
|(−i~∇− 2e

c
A)Ψ|2 + a|Ψ|2 + b

|Ψ|4

2
+

1

8π
(rotA)2d V. (99)

Òåïåðü, òðåáóÿ ýêñòðåìàëüíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðó ïîðÿäêà è âåêòîð-
íîìó ïîòåíöèàëó, êîòîðûé òåïåðü òîæå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ

δF

δΨ∗
= 0,

δF

δΨ
= 0,

δF

δA
= 0.

Ïåðâûå äâå âàðèàöèè ìû ìîæåì çàíîâî íå âû÷èñëÿòü, ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî îíè ïðèâåäóò ê êà-
ëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíîìó îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ 84 è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
85, êîòîðûå ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïóòåì çàìåíû ïðîèçâîäíûõ íà "óäëèíåííûå"è ñðàçó æå çàïèñàòü

1

4m
(−i~∇− 2e

c
A)2Ψ + aΨ + b|Ψ|2Ψ = 0, (100)

(n • (−i~∇− 2e

c
A)Ψ)|S = 0, (101)

Óðàâíåíèå æå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïðèäåòñÿ âûâåñòè ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ
âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé. Ïðåäñòàâèì ïîëíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ êàê ñóììó ñâîáîäíûõ ýíåðãèé
âåùåñòâà è ïîëÿ

F = Fmatter + Ffield,

ãäå

Fmatter = F0 +

∫
1

4m
|(−i~∇− 2e

c
A)Ψ|2 + a|Ψ|2 + b

|Ψ|4

2
d V (102)

Ffield =

∫
1

8π
(rotA)2d V
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è âû÷èñëèì ñíà÷àëà âàðèàöèþ ïîëåâîé ÷àñòè

δFfield =

∫
1

4π
(rotA)(rotδA)d V.

Çäåñü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ - âñå ïðîñòðàíñòâî, à íå îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà Vs, V = Vs + Vout.
Ïðåîáðàçóÿ δFfield ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû

div[a× b] = brota− arotb, a = δA, b = rotA,

ìû íàéäåì äëÿ îáúåìíîé ÷àñòè

δFfield =

∫
1

4π
(rotrotA)δAd V.

îòêóäà ìû íàéäåì, ÷òî
δFfield

δA
=

1

4π
rotrotA.

Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

rotrotA =
4π

c
j, (103)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü òîêà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

j = −cδFmatter

δA
. (104)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë Fmatter íå ñîäåðæèò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïîA ìû ìîæåì ïðîñòî
çàïèñàòü, ÷òî

j = −cδFmatter

δA
= −c ∂

∂A

1

4m
|(−i~∇− 2e

c
A)Ψ|2,

è îêîí÷àòåëüíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ òîêà

j = − ie~
2m

(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− 2e2

mc
|Ψ|2A. (105)

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ïðèâåäåì ñâîäêó óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèêà è âàêóóìà

1

4m
(−i~∇− 2e

c
A)2Ψ + aΨ + b|Ψ|2Ψ = 0, (n • (−i~∇− 2e

c A)Ψ)|S = 0, (106)

rotrotA− 4π

c

[
− ie~

2m
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− 2e2

mc
|Ψ|2A

]
= 0, [Bτ ] = 0, (107)

à òàêæå ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ 99 íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà Ëàíäàó,
ïðåäñòàâëÿþùóþ îáîáùåíèå ôîðìóëû 108 íà ñëó÷àé íåíóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

F [Ψ] = F0 +

∫
− b

2
|Ψ|4 +

B2

8π
dV. (108)

6.5 Ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè òîêà â òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. Ñâÿçü ñ

òåîðèåé Ëîíäîíîâ.

Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà â ôîðìå Ψ = |Ψ|eiθ è ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ òîêà
105. Ïîñêîëüêó

−i(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) = 2|Ψ|2∇θ,
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òî âûðàæåíèå äëÿ òîêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

j =
e

m
|Ψ|2

(
~∇θ − 2e

c
A

)
= ensvs, ãäå ns = 2|Ψ|2, (109)

à ñâåðõñêîðîñòü vs ââåäåíà ñîîòíîøåíèåì

2mvs = ~∇θ − 2e

c
A. (110)

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü òåîðèè. Â ïðèâîäèìûõ âûðàæåíèÿõ äëÿ òîêà
ýòî ñëåäóåò èç ôàêòà, ÷òî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â êîìáèíàöèè ñ ãðàäèåíòîì
ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ~∇θ − 2(e/c)A.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå
è ñ÷èòàòü åãî îäíîðîäíûì. Èç óðàâíåíèÿ 100 ÷òî ýòî âîçìîæíî ïðè ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå è
îäíîðîäíûõ a, b. Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà 103 ñ òîêîì â ôîðìå 109

rotrotA =
4π

c

e

m
|Ψ|2

(
~∇θ − 2e

c
A

)
, (111)

è îáðàòèì âíèìàíèå íà åãî ñõîæåñòü ñ óðàâíåíèåì Ëîíäîíîâ. Ïîýòîìó, ÷àñòî ïðèáëèæåíèå îäíîðîä-
íîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íàçûâàþò ëîíäîíîâñêèì ïðèáëèæåíèåì. Åñëè ìû ââåäåì Ëîíäîíîâñêóþ
äëèíó îáû÷íûì ñîîòíîøåíèåì

λ−2 =
4πe2ns
mc2

=
8πe2|Ψ|2

mc2
, (112)

òî ýòî óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

rotrotA +
1

λ2

(
A− ~c

2e
∇θ
)
.

Îòñþäà ñëåäóåò åùå îäíî ÷àñòî ïðèìåíÿåìîå â ëîíäîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè âûðàæåíèå äëÿ òîêà

j =
c

4πλ2

(
~c
2e
∇θ −A

)
.

Íàéäåì çàâèñèìîñòü Ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ òåîðèè a, b è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îò òåìïåðàòóðû. Ïîñêîëüêó îäíîðîäíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÃË 100 åñòü

|Ψ|2 = −a/b, òî λ−2 =
8πe2|a|
bmc2

.

Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíû ïîêàçàíà íà Ðèñ.23.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà è äëèíà êîãåðåíòíîñòè èìåþò îäèíàêîâóþ òåì-

ïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè è, ïîýòîìó, èõ îòíîøåíèå λ/ξ íàçûâàåìîå ïà-
ðàìåòðîì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó κ = λ/ξ îò òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò.

6.6 Ñèñòåìà åäèíèö Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. Îáåçðàçìåðèâàíèå óðàâíåíèé.

Îáû÷íî áûâàåò óäîáíûì ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåñóùåñòâåííûõ
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è ïðèâåñòè èíòåðåñóþùèå íàñ óðàâíåíèÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Ïðîâåäåì ïðîöå-
äóðó îáåçðàçìåðèâàíèÿ óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
100, êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

~2

4m
(−i∇− 2e

~c
A)2Ψ + aΨ + b|Ψ|2Ψ = 0. (113)
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TT
c

l

Ðèñ. 23: Çàâèñèìîñòü Ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ êîãåðåíòíîñòè îò òåìïåðàòóðû

Â êà÷åñòâå åäèíèöû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà óäîáíî ââåñòè âåëè÷èíó Ψ0 =
√
−a
b Ïîäåëèì ýòî óðàâíåíèå

íà −|a| è òîãäà äëÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ψ = Ψdl = Ψ/Ψ0 ïîëó÷èì

(−iξ∇− 2eξ

~c
A)2ψ + aψ + b|ψ|2ψ = 0. (114)

Áåçðàçìåðíûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë åñòåñòâåííî ââåñòè êàê Adl = 2eξ/(~c)A, âûáðàâ â êà÷åñòâå
åäèíèöû èçìåðåíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ~c/(2eξ) = Φ0/(2πξ). Âûáîð åäèíèöû äëèíû íåîäíîçíà-
÷åí, ïîñêîëüêó ìû èìååì äâå õàðàêòåðíûå äëèíû λ è ξ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé, ìû âûáåðåì
â êà÷åñòâå åäèíèöû äëèíû λ, ââåäÿ áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó xdl ñîîòíîøåíèåì xdl = x/λ. Îò-
íîøåíèå äâóõ õàðàêòåðíûõ äëèí òåîðèè κ = λ/ξ - íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è
ïðåäñòàâëÿåò ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðàìåòð òåîðèè. Óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðèîáðåòàåò
ïðîñòîé âèä

(−iκ−1∇−A)2Ψ−Ψ + |Ψ|2Ψ = 0,

ñîäåðæàùåå åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð κ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî è â óðàâíåíèè äëÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íå îñòàíåòñÿ íèêàêèõ ïàðàìåòðîâ, êðîìå ïàðàìåòðà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó è â áåçðàçìåðíûõ ïå-
ðåìåííûõ îíî ïðèîáðåòåò âèä

rotrotA = − i

2κ
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− |Ψ|2A.

Èòàê, ââîäÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ

•

1Ψ = Ψ0 =

√
−a
b
,

•
1L = λ,

•
1A =

Φ0

2πξ
,
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• è ïàðàìåòð

κ =
λ

ξ
,

ìû ïðèâîäèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó ê áåçðàçìåðíîìó âèäó

(−iκ−1∇−A)2Ψ−Ψ + |Ψ|2Ψ = 0, (115)

rotrotA = − i

2κ
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− |Ψ|2A. (116)

Èñïîëüçóÿ îñíîâíûå åäèíèöû, ìîæíî ïîñòðîèòü âñå îñòàëüíûå. Íàïðèìåð åäèíèöà èçìåðåíèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ rotA = B, òîêà - èç c rotB = 4πj,

•
1B =

1A

1L
=

Φ0

2πξλ
=
√

2Hc,

•
1 j =

c1B

4π 1L
=

cΦ0

8π2ξλ2
,

Êðîìå õàðàêòåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ 1B ó íàñ óæå áûëî ââåäåíî äðóãîå ïîëå -êðèòè÷åñêîå ìàã-
íèòíîå ïîëå Hc îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèåì

H2
c

8π
=
a2

2b
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè äâà ïîëÿ ñâÿçàíû è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 1B =
√

2Hc. Äåéñòâèòåëüíî,

1B =
Φ0

2πξλ
=

~
2e

√
4m|a|
~

√
8πe2|a|
c
√
mb

=

√
2 · 8πa

2

2b
=
√

2Hc.

Ïðèâåäåì åùå âûðàæåíèå äëÿ áåçðàçìåðíîãî êâàíòà ïîòîêà

Φdl0 =
Φ0

1B · 1L2
=

2πΦ0λξ

Φ0 · λ2
=

2π

κ
,

è äëÿ åäèíèöû îáúåìíîé ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè è ñâîáîäíîé ýíåðãèè

1f = 1F/1V =
1B2

8π
=
H2
c

2π
, 1F = λ3H

2
c

4π
.

Âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ÷åðåç áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå èìååò âèä

F [Ψ] = F0 + λ3H
2
c

4π

∫
|(−iκ−1∇−A)Ψ|2 − |Ψ|2 +

|Ψ|4

2
+ (rotA)2d V. (117)

6.7 Äåéñòâèòåëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

Ïðåäñòàâèì ïàðàìåòð ïîðÿäêà â ôîðìå
Ψ = feiθ (118)

è ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ ìîäóëÿ è ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Áóäåì ðàáîòàòü â áåçðàçìåðíûõ
ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó èìåþò âèä 115

(−iκ−1∇−A)2Ψ−Ψ + |Ψ|2Ψ = 0, (119)

rotrotA = − i

2κ
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− |Ψ|2A. (120)
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Óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïðè ïîäñòàíîâêå 118 ïðèîáðåòàåò âèä

rotrotA = f2vs, (121)

ãäå
vs = κ−1∇θ −A,

áåçðàçìåðíàÿ ñâåðõñêîðîñòü 110. ×òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ïåðåìåííûõ
ìîäóëü-ôàçà, âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ñëåäóþùèì ïðèåìîì. Èç êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè
î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë âîéäåò â îêîí÷àòåëüíûé îòâåò òîëüêî â êàëèáðîâî÷íî èíâàðè-
àíòíîé ôîðìå, ò.å. â âèäå vs. Ïîýòîìó ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ìû ìîæåì ïîëîæèòü A = 0 è âûðàçèòü
îòâåò ÷åðåç vs = κ−1∇θ. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå

∇ψ = eiθ(∇f + if∇θ),

∆ψ = ∇∇ψ = eiθ(∆f + 2i∇f∇θ + if∆θ − f(∇θ)2),

è ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ðàçäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü. Äåé-
ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü äàåò óðàâíåíèå äëÿ ìîäóëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

κ−2∆f + (1− f2 − v2
s)f = 0, (122)

à ìíèìàÿ
2∇f∇θ + f∆θ = 0

äîìíîæåíèåì íà f 6= 0 ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âèäó

divf2vs = 0, (123)

ïðåäñòàâëÿþùåìó óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ñâåðõòîêà. Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå òàêæå ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíî âçÿòèåì îïåðàöèè div îò óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà 121. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì
âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñâåðõïðîâîäíèêà â ïåðåìåííûõ ìîäóëü-ñâåðõñêîðîñòü.

F [f,vs] =

∫
κ−2(∇f)2 + f2v2

s − f2 +
f4

2
+ (rotA)2d V. (124)
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7 Ïðîñòåéøèèå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

7.1 Êâàíòîâàíèå ïîòîêà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðåäåëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîñâÿçíîì ñâåðõïðîâîäíèêå, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåì ñîáîé äëèííóþ óçêóþ òðóáó, êàê ïîêàçàíî íà âåðõíåì Ðèñ.24. Òîëùèíó ñòåíêè d = R2−R1

áóäåì ñ÷èòàòü áîëüøîé â ìàñøòàáå ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ d � λ. Èç óðàâíåíèÿ

B

B

x

d>>l

CR
2

R
1

R

Ðèñ. 24: Âåðõíÿÿ êàòèíêà - ñâåðõïðîâîäÿùèé öèëèíäð ñ äûðêîé, ïîìåùåííûé â ìàãíèòíîå ïîëå è
êàðòèíà ñèëîâûõ ëèíèé. Íèæíÿÿ - ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü äèàìåòðàëüíîé êîîðäè-
íàòû.

äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 100 è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 101 â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì ∼ A2, ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà ïîñòîÿíåí âíóòðè
ñâåðõïðîâîäíèêà, Ψ = Ψ0. Îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå äëÿ A 103 c òîêîì 109 çàïèøåì â âèäå

rot rotA =
4π

c
2eΨ2

0(~∇θ − 2e

c
A). (125)
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Áåðÿ îïåðàöèþ rot îò ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

rot rotB +
1

λ2
B = 0, (126)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå Bz, è ýëåêòðè÷åñêèé òîê jϕ â ãëóáèíå ñâåðõïðîâîäíèêà,
âäàëåêå îò âíåøíåé è âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòåé ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïîêàçàíî íà Ðèñ.24-b. Âûáåðåì êîíòóð C, öåëèêîì èäóùèé ïî îáëàñòè, ãäå òîê ðàâåí íóëþ, è
ïðîèíòåãðèðóåì ïî ýòîìó êîíòóðó âûðàæåíèå äëÿ òîêà j = ensvs. Ïîñêîëüêó ns 6= 0 ìû ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèå ∮

C

vsdl = 0, ⇒ ~
∮
C

∇θdl =
2e

c

∮
C

Adl, (127)

îòêóäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ñòîêñà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëà îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è îïðå-
äåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ∮

Adl =

∫
BdS = Φ, (128)

ïîëó÷àåì äëÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç äûðó

Φ =
~c
2e

∮
∇θdl. (129)

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò ãðàäèåíòà θ ðàâåí íóëþ, îäíàêî, ýòî íå
òàê. Èç-çà íåîäíîñâÿçíîñòè ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè è íåîïðåäåëåííîñòè ôàçû â äûðå, êîíòóð C
íå ìîæåò áûòü ñòÿíóò â òî÷êó, òåîðåìà Ñòîêñà äëÿ

∮
C
∇θdl íåïðèìåíèìà, è ìû äîëæíû âû÷èñëÿòü

ýòîò èíòåãðàë íåïîñðåäñòâåííî. Ïîñêîëüêó òîê èìååò òîëüêî ϕ - êîìïîíåíòó, òîëüêî ýòó êîìïîíåíòó
èìååò è ãðàäèåíò ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Òîãäà, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå êîíòóðà îêðóæíîñòü ðàäèóñà
R è çàïèñûâàÿ ãðàäèåíò â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ìû íàéäåì∮

C

∇θdl =

∫ 2π

0

1

R

∂θ

∂ϕ
Rdϕ = θ(2π)− θ(0) = 2πn, (130)

ãäå n- ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî - θ(2π)−θ(0) = 2πn, ñëåäóåò èç îäíîçíà÷íîñòè
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îòâåðñòèè ìîæåò ïðèíèìàòü
êâàíòîâàííûå çíà÷åíèÿ

Φ = nΦ0, (131)

ãäå

Φ0 =
π~c
e
≈ 2 · ×10−7gs · cm2

âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ êâàíòîì ìàãíèòíîãî ïîòîêà.
Êàêîâ áóäåò çàõâà÷åííûé â äûðå ïîòîê çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Îïðåäåëèì ýòîò ïî-

òîê äëÿ ñëåäóþùåãî ýêñïåðèìåíòà. Ïóñòü öèëèíäðè÷åñêèé ñâåðõïðîâîäíèê ñ äûðêîé (Ðèñ.24) ïðè
òåìïåðàòóðå T > Tc ïîìåùàþò â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå H ↑↑ z è çàòåì ïåðåâîäÿò â ñâåðõïðî-
âîäÿùåå ñîñòîÿíèå îõëàæäåíèåì. Òàêèå óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòà íàçûâàþòñÿ îõëàæäåíèåì â ïîëå,
ïî- àíãëèéñêè: Field Cooled èëè FC. Çàõâà÷åííûé ìàãíèòíûé ïîòîê â ýòèõ óñëîâèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ
èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè F̃ ïðè ïîñòîÿííîé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H.
Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû

F̃ = F − 1

4π

∫
BHdV (132)

âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè â ôîðìå 108. Ìû ïîëó÷èì

F̃ = F0 −
1

8π

∫
H2d V︸ ︷︷ ︸

F̃nH

+

∫
1

8π
(B −H)2 − b

2
|Ψ|4 d V. (133)
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Ôèãóðíîé ñêîáêîé çäåñü îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè F̃nH íîðìàëüíîãî ìåòàëëà.
Ðàçáèâ ïîñëåäíèé èíòåãðàë íà èíòåãðàëû ïî äûðå 0 < r < R1, ïî ñâåðõïðîâîäÿùåìó öèëèíäðó
R1 < r < R2, è íàðóæè - r > R2, äëÿ ðàçíîñòè ∆F = F̃ − F̃nH ïîëó÷èì

∆F = L

∫ R1

0

(B −H)2

8π
dS + L

∫ R2

R1

{
(B −H)2

8π
− b

2
|Ψ|4

}
dS. (134)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò B, òàê êàê ìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â ñâåðõïðî-
âîäíèê òîëüêî íà òîëùèíó λ � R2 − R1. Îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàâèñèò òîëüêî âêëàä îò îòâåðñòèÿ,
êîòîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå

∆F = L

∫ R1

0

(B −H)2

8π
dS =

(Φ− Φe)
2

8πS
=

Φ2
0

8πS
(n− x)2, (135)

Ïðè âûâîäå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìû ó÷ëè îäíîðîäíîñòü ïîëÿ â äûðå, êâàíòîâàííîñòü ïîòîêà, è ââåëè
ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå: ïîòîê ïîëÿ B ÷åðåç îòâåðñòèå - Φ = BS = nΦ0, è âåëè÷èíó Φe = HS = xΦ0.

Ìû äîëæíû íàéòè öåëîå ÷èñëî n - ÷èñëî çàõâà÷åííûõ êâàíòîâ ïîòîêà ïðè ôèêñèðîâàííîì íåïðå-
ðûâíîì ïàðàìåòðå x, òàê ÷òîáû ôóíêöèÿ (n − x)2 ïðèíèìàëà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è íàðèñóåì ãðàôèê f(x) = (n− x)2 ïðè ðàçëè÷íûõ n, êîòîðûé ïîêàçàí íà Ðèñ.25

x=F /Fe 0-½ ½ 3/2 5/2 7/2-3/2-5/2

(n-x)
2

1

2

3

4

Ðèñ. 25: Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâîãî öèëèíäðà ñ îòâåðñòèåì, â çàâèñèìîñòè îò áåçðàç-
ìåðíîãî âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ x = SH/Φ0

Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïàðàáîë ñ âåðøèíàìè ïðè x = n, îòêóäà î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìèíè-
ìàëüíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè öåëîå ÷èñëî n äîëæíî áûòü âûáðàíî áëèæàéøèì ê x è çàâèñèìîñòü
ìàãíèòíîãî ïîòîêà îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåò èìåòü ñòóïåí÷àòûé âèä, êàê ïîêàçàíî íà
Ðèñ.26

7.2 Êðèòè÷åñêîå ïîëå òîíêîé ïëåíêè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëåíêå òîëùèíû d, ïîìåùåííîå â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå
ïîëå, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.27. Ïëåíêó áóäåì ñ÷èòàòü òîíêîé â ìàñøòàáå îáåèõ õàðàêòåðíûõ äëèí
d� λ, ξ èëè, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ d� 1,κ−1.

Ïëîñêîñòü ïëåíêè - ïëîñêîñòü y, z, âñå ïåðåìåííûå áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäèíàòû x, íîð-
ìàëüíîé ê ãðàíèöå. Â äàííîé çàäà÷å èìååòñÿ y êîìïîíåíòû òîêà j è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A, à
òàêæå z êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bz = B Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò áûòü âûáðàí äåéñòâèòåëü-
íûì è óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, çàïèñàííûå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ïðèîáðåòàþò âèä

∂2A

∂x2
− ψ2A = 0 (136)
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-½ ½ 3/2 5/2 7/2

1

-1

2

-2

3

-3

4

-3/2-5/2 x=F /F
e 0

n=F/F
0

Ðèñ. 26: Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîãî ïîòîêà â îòâåðñòèè ñâåðõïðîâîäÿùåé òðóáû îò áåçðàçìåðíîãî
âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ x = SH/Φ0

κ−2 ∂
2ψ

∂x2
+ (1−A2 − ψ2)ψ = 0.. (137)

Îíè äîëæíû áûòü äîïîëíåíû ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ψx(x = ±d/2) = 0, Ax(x = ±d/2) = H, (138)

ãäå H - âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Íàøà çàäà÷à - îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå ïîëå H ïðè êîòîðîì
ñèñòåìà 136, 137 èìååò íåòðèâèàëüíîå, ñâåðõïðîâîäÿùåå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó κd� 1 áóäåì ñòðîèòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 137 â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó

ψ = ψ0(x) + ψ1(x) + . . . .

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå 137 â âèäå

∂2ψ

∂x2
= −κ2(1−A2 − ψ2)ψ,

B

x

z

y

Ðèñ. 27: Òîíêàÿ ïëåíêà â ìàãíèòíîì ïîëå
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îòêóäà âèäíî, ÷òî â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî κd óðàâíåíèå èìååò âèä

∂2ψ

∂x2
= 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì åñòü íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ψ0.Ïîñêîëüêó
ψ ïîñòîÿííàÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, ìû ìîæåì ðåøèòü óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è
íàéòè îáùåå ðåøåíèå

A = a sinhψx+ b coshψx,

ãäå a, b - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òåïåðü, óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ ïîëÿ B = Ax,
íàõîäèì

A =
H sinhψx

ψ cosh(ψd/2)
.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òîíêîñòè ïëåíêè â ìàñøòàáå λ ìû ìîæåì ðàçëîæèòü sinhψx è ψ cosh(ψd/2) â
ðÿä Òåéëîðà è çàïèñàòü

A = Hx.

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ψ1

∂2ψ1

∂x2
= −κ2(1−A2 − ψ2

0)ψ0. (139)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâêè áûëî ðàçðåøèìî, íåîáõîäèìî ÷òîáû èíòåãðàë îò

ïðàâîé ÷àñòè
∫ d/2
−d/2R.H.S. dx ðàâíÿëñÿ íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå 139 è ó÷òÿ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìû ïðèäåì ê ýòîìó óñëîâèþ. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû
Ôðåäãîëüìà, óòâåðæäàþùåé, ÷òî âûðîæäåííàÿ íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå òîëüêî òîãäà,
êîãäà âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè îðòîãîíàëåí ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ñîïðÿæåííîé çàäà÷è. Â íàøåì ñëó÷àå
çàäà÷à

∂2y

∂x2
= f

ñ íàøèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñàìîñîïðÿæåíà è å¼ ñîáñòâåííûé âåêòîð const. Óñëîâèå ðàçðåøè-
ìîñòè åñòü óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè è const. Çàïèøåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè

(1− ψ2
0)d = H2

∫ d/2

−d/2
x2dx

è èç íåãî íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

(1− ψ2
0) =

2H2d2

24
,

è èç óñëîâèÿ ψ2 > 0 íàéäåì êðèòè÷åñêîå ïîëå òîíêîé ïëåíêè

H =
2
√

3

d
èëè â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ H = Hcλ

2
√

6

d
.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî äëÿ òîíêîé ïëåíêè d� λ êðèòè÷åñêîå
ïîëå ïëåíêè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò òåðìîäèíàìè÷åñêîå êðèòè÷åñêîå ïîëå.

7.3 Êðèòè÷åñêèé òîê òîíêèõ ïëåíîê è ïðîâîëîê. Òîê ðàñïàðèâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëåíêå òîëùèíû d, ïî êîòîðîé ïðîòåêàåò òîê c ïëîòíîñòüþ
I íà åäèíèöó äëèíû âäîëü z. Êàðòèíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ãåîìåòðèÿ çàäà÷è ïîêàçàíà íà Ðèñ.28.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïëåíêó áóäåì ñ÷èòàòü òîíêîé â ìàñøòàáå îáåèõ õàðàêòåðíûõ äëèí
d� λ, ξ èëè, â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ d� 1,κ−1.
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B

x

z

y

Ðèñ. 28: Òîíêàÿ ïëåíêà â ìàãíèòíîì ïîëå

Ïëîñêîñòü ïëåíêè - ïëîñêîñòü y, z, âñå ïåðåìåííûå áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäèíàòû x, íîð-
ìàëüíîé ê ãðàíèöå. Â äàííîé çàäà÷å èìååòñÿ y êîìïîíåíòû òîêà j è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A, à
òàêæå z êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bz = B Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò áûòü âûáðàí äåéñòâèòåëü-
íûì è óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, çàïèñàííûå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ïðèîáðåòàþò âèä.

∂2A

∂x2
− ψ2A = 0, (140)

κ−2 ∂
2ψ

∂x2
+ (1−A2 − ψ2)ψ = 0. (141)

Îíè äîëæíû áûòü äîïîëíåíû ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íåñêîëüêî îòëè÷àþùèìñÿ îò 138

ψx(x = ±d/2) = 0, Ax(x = ±d/2) = ±HI , (142)

ãäå HI - ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå òîêîì, òåêóùèì ïî ïëåíêå. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

2HI = I.

Íàøà çàäà÷à - îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå ïîëå HI èëè òîê I ïðè êîòîðîì ñèñòåìà 140 141 èìååò
íåòðèâèàëüíîå, ñâåðõïðîâîäÿùåå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó κd � 1 áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 141 â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîìó ïàðàìåòðó

ψ = ψ0(x) + ψ1(x) + . . . .

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå 141 â âèäå

∂2ψ

∂x2
= −κ2(1−A2 − ψ2)ψ,

îòêóäà âèäíî, ÷òî â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî κd óðàâíåíèå èìååò âèä

∂2ψ

∂x2
= 0,
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ðåøåíèå êîòîðîãî, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì åñòü íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ψ0.
Ïîñêîëüêó ψ ïîñòîÿííàÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, ìû ìîæåì ðåøèòü óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà è íàéòè îáùåå ðåøåíèå

A = a sinhψx+ b coshψx,

ãäå a, b - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òåïåðü, óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ ïîëÿ B =
Ax(±d/2) = ±HI íàõîäèì

A =
HI coshψx

ψ sinh(ψd/2)
.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òîíêîñòè ïëåíêè â ìàñøòàáå λ ìû ìîæåì ðàçëîæèòü coshψx è ψ sinh(ψd/2) â
ðÿä Òåéëîðà è çàïèñàòü

A =
2HI

dψ2
=

j

ψ2
.

Çäåñü ìû ââåëè ïëîòíîñòü òîêà j, ó÷òÿ, ÷òî â ýòîì ïðèáëèæåíèè òîê ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî ïî
òîëùèíå. Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè ψ1

∂2ψ1

∂x2
= −κ2(1−A2 − ψ2

0)ψ0. (143)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâêè áûëî ðàçðåøèìî,

íåîáõîäèìî ÷òîáû èíòåãðàë îò ïðàâîé ÷àñòè
∫ d/2
−d/2R.H.S. dx ðàâíÿëñÿ íóëþ. Çàïèøåì óñëîâèå ðàç-

ðåøèìîñòè

(1− ψ2
0)d = A2

∫ d/2

−d/2
dx,

è èç íåãî íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

(1− ψ2
0)− j2

ψ4
0

= 0, (144)

è èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ψ2
0 > 0 íàéäåì êðèòè÷åñêèé òîê I. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì òîê

÷åðåç ïàðàìåòð ïîðÿäêà
j2 = ψ4

0 − ψ6
0

è ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè j2(ψ2
0), êîòîðûé ïðèâåäåí íà Ðèñ.29 îòêóäà âèäíî, ÷òî îòëè÷íîå îò

íóëÿ ðåøåíèå äëÿ ψ0 âîçìîæíî òîëüêî äëÿ òîêîâ

j <
√

4/27.

Ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òîêà íàçûâàåòñÿ òîêîì ðàñïàðèâàíèÿ. Çíà÷åíèå ïëîòíîñòè òîêà ðàñïà-
ðèâàíèÿ â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ åñòü

jdp = (1j)
√

4/27,

ãäå 1j -åäèíèöà ïëîòíîñòè òîêà â åñòåñòâåííîé ñèñòåìå åäèíèö Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó. Ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè HI = jd/2 â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, è

HI =

√
2

3
√

3
Hc

d

λ

- â ðàçìåðíûõ Â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, êðèòè÷åñêîå ïîëå HI äëÿ òîíêèõ ïëå-
íîê d� λ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì êðèòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå è óáûâàåò ñ óáûâàíèåì òîëùèíû,
â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ðåçóëüòàòó ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.
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x=y
2

J =x -x
2 2 3

1

4/27

Ðèñ. 29: Òîíêàÿ ïëåíêà â ìàãíèòíîì ïîëå

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 144 ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíî òàêæå
èç óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó â äåéñòâèòåëüíîé ôîðìå 122. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ ÷òî
f = const èç 122 ìû íàéäåì

(1− f2 − v2
s)f = 0.

Âûðàæàÿ ñâåðõñêîðîñòü ÷åðåç ïëîòíîñòü òîêà j èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà òîêà

j = f2vs,

ïðèäåì ê óæå ðàññìîòðåííîìó óðàâíåíèþ 144

1− f2 − j2

f4
= 0.

Åäèíñòâåííûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ïàðàìåòðà ïî-
ðÿäêà è òîêà ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ ñâåðõïðîâîäíèêà. Îíî çàâåäîìî áóäåò âûïîëíåíî äëÿ òîíêèõ
ïðîâîëî÷åê ñ ðàçìåðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì d� λ, ξ

7.4 Ýêñïåðèìåíò Ëèòòëà-Ïàðêñà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òîíåíüêîì êîëå÷êå èç ñâåðõïðîâîäíèêà, ïîìåùåííîì â ìàãíèòíîå ïîëå. Òîëùè-
íà êîëå÷êà ìàëà d� λ, òàê ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íå ýêðàíèðóåòñÿ, â îòëè÷èå îò çàäà÷è î êâàíòîâàíèè
ïîòîêà, ðàññìîòðåííîé â 7.1. Ïðåäïîëîæèì, òàêæå, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà îäíîðîäåí ïî òîëùèíå
ïðîâîëî÷êè. Íàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñâåðõñêîðîñòè

2mvs = ~∇θ − 2e

c
A

è ïðîèíòåãðèðóåì ýòî âûðàæåíèå ïî êîíòóðó, èäóùåìó âíóòðè êîëüöà. Ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ

vs =
~

2mR
(n− Φ

Φ0
),
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ãäå R ðàäèóñ êîëüöà, n - ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî

n =
1

2π

∮
∇θdl,

Φ -ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç êîëüöî, Φ0-êâàíò ïîòîêà. Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å î
òîíêîì êîëüöå ïîòîê íå êâàíòîâàí, âåëè÷èíà x = Φ/Φ0 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Çàïèøåì
òåïåðü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ êîëüöà, âûðàçèâ å¼ ÷åðåç ìîäóëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è ñâåðõñêîðîñòü.
Çäåñü, ïî ïðè÷èíàì êîòîðûå ñòàíóò ïîíÿòíû ïîçæå, ìû ðàáîòàåì ñ ðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè.

F [f,vs] =

∫
~2

4m
(∇f)2 + f2mv2

s + a(T )f2 +
bf4

2
d V. (145)

Çäåñü ìû íå íàïèñàëè ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîñêîëüêó îíà, äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ òîíêîãî íåýêðà-
íèðóþùåãî êîëüöà, íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷ëåí ñ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèåé ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ, âõîäèò â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ òàêæå êàê ÷ëåí ñ a(T )
è ìû ìîæåì ââåñòè ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò aeff (T ) êàê

aeff (T ) = a(T ) +mv2
s = a(T ) +

~2

4m2R2
(n− x)2.

×èñëî íàêðóòîê ôàçû n îïðåäåëÿåòñÿ èç ìèíèìóìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè, òî÷íî òàêæå êàê â çàäà÷å î
êâàíòîâàíèè ïîòîêà â 7.1 è ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

~2

4m2R2
(n− x)2

îò áåçðàçìåðíîãî ïîòîêà x = Φ/Φ0 áóäåò èìåòü âèä, ïîêàçàííûé íà Ðèñ.30. Ýòà æå âåëè÷èíà ñ
îáðàòíûì çíàêîì áóäåò äàâàòü ñäâèã êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîëå÷êà îò ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ. Òàêîé ýêñïåðèìåíò ïî èçìåðåíèþ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû òîíêèõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ

x=F /Fe 0-½ ½ 3/2 5/2 7/2-3/2-5/2

(n-x) mv
2
; ;

2

s - TV c

Ðèñ. 30: Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâîãî öèëèíäðà ñ îòâåðñòèåì, â çàâèñèìîñòè îò áåçðàç-
ìåðíîãî âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ x = SH/Φ0

êîëå÷åê â ìàãíèòíîì ïîëå áûë ïðîâåäåí Ëèòòëîì è Ïàðêñîì.

7.5 Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ðàâíîâåñíîé N-S ãðàíèöû

Ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêèé îáðàçåö ñâåðõïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà, ïîìåùåííûé â îäíîðîäíîå ìàã-
íèòíîå ïîëå, íàïðàâëåííîå âäîëü z, è âåëè÷èíà êîòîðîãî ðàâíà êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ Hc. Ïðè
òàêîé íàïðÿæåííîñòè N è S ôàçû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè è ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðè îáðàç-
öà èìååòñÿ ïëîñêàÿ ôàçîâàÿ ãðàíèöà, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè y, z, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.31. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìàëüíàÿ ôàçà ëåæèò ñëåâà, ïðè x < 0, à îáëàñòüþ ãðàíèöû íàçûâàòü îêðåñòíîñòü
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B

N S

x

z

y

Y
B

1

2
-1/2

x

Ðèñ. 31: Öèëèíäðè÷åñêèé îáðàçåö ñ íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçîé. Ïîêàçàíà êàðòèíà ñè-
ëîâûõ ëèíèé, ñèñòåìà êîîðäèíàò è ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè è ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â
îêðåñòíîñòè NS ãðàíèöû

òî÷êè x = 0, ãäå ïàðàìåòð ïîðÿäêà è ìàãíèòíîå ïîëå ìåíÿþòñÿ. Êà÷åñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðà-
ìåòðà ïîðÿäêà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâåäåíî íà Ðèñ.31. Îáëàñòü ãðàíèöû èìååò øèðèíó ïîðÿäêà
maxλ, ξ

Âäàëåêå îò êðàåâ îáðàçöà âñå ïåðåìåííûå áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäèíàòû x, - íîðìàëüíîé
ê ãðàíèöå. Â äàííîé çàäà÷å èìååòñÿ y êîìïîíåíòû òîêà j è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A, à òàêæå z
êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bz = B Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò áûòü âûáðàí äåéñòâèòåëüíûì è
óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, çàïèñàííûå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ïðèîáðåòàþò âèä.

∂2A

∂x2
− ψ2A = 0 (146)

κ−2 ∂
2ψ

∂x2
+ (1−A2 − ψ2)ψ = 0. (147)

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â íîðìàëü-
íîé îáëàñòè

ψ → 0, B → Hc = 1/
√

2 ïðè x→ −∞, (148)

è ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè
ψ → 1, B → 0 ïðè x→∞, (149)

è íàõîæäåíèè ïîâåðõíîñòíîãî âêëàäà â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ. Âûáîð ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñî-
îòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó âûáîðó êàëèáðîâêè, êîòîðûé, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ A→ 0, x→∞. Îáîçíà÷èì îáúåìû ñâåðõïðîâîäÿùåé è íîðìàëü-
íîé ôàç êàê Vs è Vn, à ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ðàçäåëÿþùåé N è S ôàçû, êàê - Σ. Òîãäà ìû ìîæåì
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çàïèñàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ âñåãî îáðàçöà, êàê

F = fsVs + fnVn + σΣ, (150)

ãäå σ - åñòü ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè, íàçûâàåìàÿ òàêæå êîýôôèöèåíòîì ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü äëÿ íåãî âûðàæåíèå ìû äîëæíû âûäåëèòü ïîâåðõíîñòíûé
âêëàä èç îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè 108. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ F̃ íàøåãî îáðàç-
öà, êàê ýòî ìû óæå äåëàëè ïðè âû÷èñëåíèè ñâîáîäíîé ýíåðãèè äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé òðóáû â ï. 7.1,
ôîðìóëà 133

F̃ = F0 −
1

8π

∫
H2d V︸ ︷︷ ︸

F̃nH

+

∫
1

8π
(B −H)2 − b

2
|Ψ|4 d V. (151)

Ïîñêîëüêó ðàâíîâåñèå ôàç âîçìîæíî òîëüêî ïðè ìàãíèòíîì ïîëå ðàâíîì êðèòè÷åñêîìó, òî ìû
äîëæíû ïîëîæèòü â ýòîé ôîðìóëå H = Hc è ïîëó÷èòü âûðàæåíèå

F̃ = F0 −
1

8π

∫
H2d V︸ ︷︷ ︸

F̃nH

+

∫
1

8π
(B −Hc)

2 − b

2
|Ψ|4 d V, (152)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìûé ïîâåðõíîñòíûé âêëàä
â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 148,149 ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-
íèå ëîêàëèçîâàíî îêîëî ãðàíèöû è èíòåãðàë ïðîïîðöèîíàëåí ïëîùàäè ìåæôàçíîé ãðàíèöû. Äëÿ
êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ìû, òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

σ =

∫
1

8π
(B −Hc)

2 − b

2
|Ψ|4 d x, (153)

èëè, ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì

σ = λ
H2
c

4π
σdl

σdl =

∫
I d x =

∫
(B − 1√

2
)2 − 1

2
|Ψ|4 d x. (154)

Èòàê, ìû äîëæíû ðåøèòü óðàâíåíèÿ 146 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè 148,149 è âû÷èñëèòü êîýôôè-
öèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 154. Ìû ðåøèì ýòó çàäà÷ó ïðèáëèæåííî äëÿ äâóõ ïðåäåëüíûõ
ñëó÷àåâ: 1) - κ � 1 è 2) - κ � 1.

Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ñëó÷àÿ áîëüøèõ êàïïà κ � 1.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 146 ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð κ−2 ïðè ñòàð-

øåé ïðîèçâîäíîé, è ñëåäîâàòåëüíî çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè ïåðåõîäå îò íîðìàëüíîé
îáëàñòè ê ñâåðõïðîâîäÿùåé áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ðåçêèé ñêà÷îê îò íóëÿ ê åäèíèöå, ñ ìàñøòàáîì
2ε ∼ κ−1 (èëè ξ â ðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ. Íà ýòîì ìàëåíüêîì ìàñøòàáå ìàãíèòíîå ïîëå, êàê âèä-
íî èç óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ, (äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå
è îöåíèòå íàñêîëüêî ìåíÿåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå â ýòîì ñëîå) è ñëåäîâàòåëüíî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
÷óòü ëåâåå ñêà÷êà, ïðè x < −ε, ìàãíèòíîå ïîëå ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

∂2A

∂x2
= 0,

è äàåòñÿ âûðàæåíèåì Ax = B = 1/
√

2, à ïðè x > ε óðàâíåíèþ

∂2A

∂x2
−A = 0
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Ðèñ. 32: Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïàðàìåòðà ïîðÿäêà -a) è ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè - b)
îò êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñíîé NS ãðàíèöû äëÿ áîëüøîãî κ = λ/ξ � 1

ñ ðåøåíèåì Ax = B = 1√
2
e−x. Êà÷åñòâåííûé âèä ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå è ïëîòíîñòü ñâîáîäíîé

ýíåðãèè I ïîêàçàíû íà ðèñ.32 Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå I ðàâíî íóëþ â íîðìàëüíîé îáëàñòè,
â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îíî áûñòðî, íà ìàñøòàáå κ−1 äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ −1/2 èç-çà âòîðîãî ÷ëå-
íà â 154 çà ñ÷åò ðîñòà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà äî 1 è çàòåì ïëàâíî, ñ ìàñøòàáîì 1, çà ñ÷åò óáûâàíèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñïàäàåò â ãëóáü ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà 154 äàåò îòðè-
öàòåëüíîå çíà÷åíèå.

σ =

∫
I d x ≈ −1

2

∫ ∞
0

[1− (e−x − 1)2] d x = −3

4
. (155)

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå κ � 1 ñîîòíîøåíèå ìàøòàáîâ ψ è B îáðàòíîå. Òåïåðü
ïàðàìåòð ïîðÿäêà, èìåþùèé ìàñøòàá κ−1, ÿâëÿåòñÿ ïëàâíîé ôóíêöèåé, à ìàãíèòíîå ïîëå - ðåçêîé.
Íåòðóäíî òàêæå âèäåòü, ÷òî ýêðàíèðîâàíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â îáëàñòè ìàëûõ ψ ≤
κ, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü ñïàäàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ∼ ψ, ÷òî âèäíî èç ïðèáëèæåííîãî ÂÊÁ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

A ∼ e−
∫ x ψdx,

è, äàæå åñëè áû ψ áûëî áû ïîñòîÿííîé ðàâíîé κ, òî îíî áû óñïåëî çàýêðàíèðîâàòüñÿ íà õàðàêòåðíîé
äëèíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà κ−1.

Êà÷åñòâåííûé âèä ðàñïðåäåëåíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è çàâèñèìîñòè ïëîòíî-
ñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè äëÿ ìàëîãî κ ïîêàçàíû íà ðèñ.33

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå I ðàâíî íóëþ â íîðìàëüíîé îáëàñòè, êàê òîëüêî ìàãíèòíîå ïîëå
ñïàäåò, îíî áûñòðî, íà ìàñøòàáå 1 äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ 1/2 èç-çà ïåðâîãî ÷ëåíà â 154 çà ñ÷åò óáûâàíèÿ
B äî 0 è çàòåì ïëàâíî, ñ ìàñøòàáîì κ−1, çà ñ÷åò âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ñïàäàåò â ãëóáü
ñâåðõïðîâîäÿùåé îáëàñòè. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà 154 â ýòîì ñëó÷àå äàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå

σ =

∫
I d x ≈ 1

4κ
. (156)

Ìû ïðèáëèæåííî ñîñ÷èòàëè ïëîùàäü ôèãóðû, ïîêàçàííîé íà ïðàâîì ãðàôèêå Ðèñ.33 êàê ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà, è ïðåíåáðåãëè ìàëûìè ÷ëåíàìè ∼ 1. Òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè àñèìïòîòèêè çàâèñè-
ìîñòè σ(κ) ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ κ,

σ =

{
−3/4 + +O(κ−1) κ � 1

1/(4κ) +O(1) κ � 1
(157)

Êà÷åñòâåííûé ãðàôèê çàâèñèìîñòè σ(κ) ïðèâåäåí íà Ðèñ.34 Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñò-
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Ðèñ. 33: Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïàðàìåòðà ïîðÿäêà -a) è ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè - b)
îò êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñíîé NS ãðàíèöû äëÿ ìàëîãî κ = λ/ξ � 1

s

k

2
-1/2

Ðèñ. 34: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ NS ãðàíèöû îò ïàðàìåòðà
Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

íîãî íàòÿæåíèÿ ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ κ èìååò ðàçíûå çíàêè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ, òî ãäå ïðè êîíå÷íîì κ îí äîëæåí îáðàòèòüñÿ â íîëü, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç. Ìû
ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî σ = 0 ïðè åäèíñòâåííîì çíà÷åíèè κ = 1/

√
2.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå I â ôîðìóëå äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 154
îáðàòèëîñü â íîëü ïðè âñåõ x. Ýòî âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé

B − 1√
2

= ± ψ
2

√
2
,

èç êîòîðûõ ôèçè÷åñêè óäîâëåòâîðèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì, ïîñêîëüêó
ψ ðàñòåò ñ ðîñòîì x, à B = Ax - óáûâàåò. Èòàê, ìû èìååì

Ax =
1√
2

(1− ψ2). (158)

Äàëåå, ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ïðè êàêèõ κ ýòî óñëîâèå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó
146. Èñêëþ÷èâ ñ ïîìîùüþ 158 ψ èç óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà 146 íàéäåì äëÿ íåãî
çàìêíóòîå óðàâíåíèå

Axx = A(1−
√

2Ax).

Íåîáõîäèìî åùå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü åùå íå èñïîëüçîâàííîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðà-
ìåòðà ïîðÿäêà 146. Ïðîùå âñåãî ýòî ñäåëàòü èñïîëüçîâàâ ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû óðàâíåíèé 146.
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Äîìíîæàÿ óðàâíåíèå äëÿ ψ íà 2ψx, à óðàâíåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ - íà 2Ax è ñêëàäûâàÿ èõ,
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

∂

∂x

[
κ−2ψ2

x + ψ2(1−A2) +A2
x −

ψ4

2

]
= 0,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå è âûáèðàÿ ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïîëó÷èì èñêî-
ìûé ïåðâûé èíòåãðàë

κ−2ψ2
x + ψ2(1−A2) +A2

x −
ψ4

2
=

1

2
.

Ïðîöåäóðà ïðîâåðêè - ñëåäóþùàÿ. Èñêëþ÷èì ñ ïîìîùüþ 158 âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ Axx èç 146 è
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

ψx = − 1√
2
Aψ,

êîòîðîå, âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì 158 ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà. Ìû ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî (

1

2κ2
− 1

)
A2ψ2 = 0,

êîòîðîå ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì, òîëüêî ïðè

κ =
1√
2
.

Ãëÿäÿ íà âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè 150 íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ãðàíèöà ðàçäåëà N è S ôàç
ïðè H = Hc áóäåò óñòîé÷èâîé òîëüêî ïðè σ > 0. Â ýòîì ñëó÷àå óâåëè÷åíèå ïëîùàäè ãðàíèöû áóäåò
ñîïðîâîæäàòüñÿ óâåëè÷åíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè, è ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà áóäåò ðåëàêñèðîâàòü â
ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ôàç. Òàêèå ñâåðõïðîâîäíèêè ñ σ > 0 è κ < 1/

√
2

íàçûâàþòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè ïåðâîãî ðîäà è èìåííî ê íèì ïðèìåíèìî ðàññìîòðåíèå ôàçîâîãî
ïåðåõîäà, ïðîâåäåííîå â ðàçäåëå 4. Ñâåðõïðîâîäíèêè æå ñ σ < 0 è κ > 1/

√
2 îáëàäàþò íåóñòîé÷èâîé

ôàçîâîé ãðàíèöåé, èõ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ íå îãðàíè÷åíà ñíèçó ïðè H = Hc è, ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè îäíîðîäíûõ N è S ñîñòîÿíèé, ðàçäåëåííûõ ïëîñêîé ãðàíèöåé íå âåðíî.
Òàêèå ñâåðõïðîâîäíèêè íàçûâàþòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè âòîðîãî ðîäà, ïðè H = Hc îíè áóäóò íàõî-
äèòüñÿ â íåîäíîðîäíîì, â òàê íàçûâàåìîì, ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè, èçó÷åíèåì êîòîðîãî ìû çàéìåìñÿ
â ñëåäóùèõ ðàçäåëàõ.
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8 Ñâåðõïðîâîäíèêè âòîðîãî ðîäà

8.1 Âåðõíåå êðèòè÷åñêîå ïîëå

Êàê ìû ïîêàçàëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñâåðõïðîâîäíèêè ñ κ > 2−1/2, íàçûâàåìûå ñâåðõïðî-
âîäíèêàìè âòîðîãî ðîäà, îáëàäàþò îòðèöàòåëüíûì ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì N −S ãðàíèöû ïðè
òåðìîäèíàìè÷åñêîì êðèòè÷åñêîì ïîëåHc, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êàêîå-òî ïîëåHc1 < Hc ïðè
ïðåâûøåíèè êîòîðîãî ìåéññíåðîâñêîå îäíîðîäíîå ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå ñìåíÿåòñÿ êàêèì-òî
íåîäíîðîäíûì, òàê ÷òî â îêðåñòíîñòè Hc áóäåò èìåòü ìåñòî ýòî íåîäíîðîäíîå ñîñòîÿíèÿ, õàðàê-
òåðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâåííûìè âàðèàöèÿìè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ïðè äàëüíåé-
øåì ïîâûøåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýòî ñîñòîÿíèå áóäåò êàê-òî ìåíÿòüñÿ è èñ÷åçíåò, ò.å. ïàðàìåòð
ïîðÿäêà îáðàòèòñÿ â íóëü, ïðè íåêîòîðîì äðóãîì ïîëå Hc2. Êðèòè÷åñêèå ïîëÿ Hc1, Hc2 íàçûâàþò-
ñÿ íèæíèì è âåðõíèì êðèòè÷åñêèìè ïîëÿìè, à ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäíèêà ïðè Hc1 < H < Hc2-
ïðîìåæóòî÷íûì. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà òàêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà ïîêàçàíà íà Ðèñ.35.
Ïîïðîáóåì íàéòè ýòè êðèòè÷åñêèå ïîëÿ è âûÿñíèòü ñòðóêòóðó ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.

T

H

H (T)c2

H (T)c1

Tc

Íîðìàëüíàÿ
ôàçà

Ñâåðõïðîâîäÿùàÿ
ôàçà

Ñìåøàííîå
ñîñòîÿíèå

Ðèñ. 35: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà

Íà÷íåì ñ èññëåäîâàíèÿ îêðåñòíîñòè Hc2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàø îáðàçåö ïîìåùåí â îäíîðîäíîå
ìàãíèòíîå ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþH. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôàçîâûé ïåðåõîä èç íîðìàëü-
íîãî â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïóòåì ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà, òàê ÷òî
â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà ïàðàìåòð ïîðÿäêà áóäåò ìàë |ψ| � 1. Â óðàâíåíèÿõ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

(−iκ−1∇−A)2Ψ−Ψ + |Ψ|2Ψ = 0, (159)

rotrotA = − i

2κ
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− |Ψ|2A, (160)

â ïðèáëèæåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà |ψ| � 1 ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìè è
íàïèñàòü

(−iκ−1∇−A)2Ψ−Ψ = 0, (161)

rotrotA = 0, (162)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà ìàãíèòíîå ïîëå íåâîçìóùåíî è îäíîðîäíî B =
H, à óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðèîáðåòàåò âèä óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ çàðÿæåííîé
÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå, ðåøåííîé â ñâîå âðåìÿ Ëàíäàó. Âûáåðåì ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåííûì
âäîëü îñè z, à âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûáåðåì â ñëåäóþùåì âèäå

A = y0Hx. (163)

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà[
κ−2 ∂

2

∂x2
− (−iκ−1 ∂

∂y
−Bx)2 + κ−2 ∂

2

∂z2
+ 1

]
ψ = 0, (164)
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Ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò y, z è ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì èñêàòü ðåøåíèå
â âèäå

ψ = eikyy+ikzzΦ(x)

è äëÿ Φ ïîëó÷èòü [
κ−2 ∂

2

∂x2
− (κ−1ky −Bx)2 − κ−2k2

z + 1

]
ψ = 0. (165)

Ýòî óðàâíåíèå íàïîìèíàåò óðàâíåíèå êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Íàøà çàäà÷à - íàéòè
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé H, ïðè êîòîðîì ýòî óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëüíîå èíòåãðèðóåìîå ðåøåíèå.
Ïðèâåäåì åãî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ââåäÿ íîâóþ êîîðäèíàòó

ξ = α(Bx− κ−1ky),

ãäå α íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò. Âûðàæàÿ ∂
∂x ÷åðåç ∂

∂ξ , êàê ∂x = αH∂ξ ïîëó÷àåì[
κ−2α2H2 ∂

2

∂x2
− α−2ξ2 − κ−2k2

z + 1

]
ψ = 0. (166)

Ðàçäåëèâ âñå ÷ëåíû íà 2κ−1H ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó[
κ−1α2H

2

∂2

∂ξ2
− 1

2κ−1α2H
ξ2 − κ−2k2

z + 1

2κ−1H

]
ψ = 0, (167)

è âûáðàâ α =
√
κ/H èç ñîîòíîøåíèÿ κ−1α2H = 1 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ [
−1

2

∂2

∂ξ2
+

1

2
ξ2

]
ψ = Eψ,E =

1− κ−2k2
z

2κ−1H
, (168)

ãäå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïðåäåëåíî êàê

E =
1− κ−2k2

z

2κ−1H
.

Ýòà çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ õîðîøî èçâåñòíà, âûâåäåííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì Ýðìèòà, ê íåìó ïðèâîäèòñÿ òàêæå çàäà÷à î êâàíòîâîì ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå. Ëîêàëèçî-
âàííîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè

E = n+
1

2
, (169)

à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

ψn = e−ξ
2/2Hn(ξ),

íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè Ýðìèòà, Hn - ïîëèíîìû Ýðìèòà, ïðè÷åì H0 = 1. Èç óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ
169 íàéäåì çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå 167 èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ

H = κ(2n+ 1)(1− κ−2k2
z) (170)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Hc2 âûáåðåì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé 170, ÷åìó ñîîòâåò-
ñòâóåò âûáîð n = 0 è kz = 0. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ âåðõíåå êðèòè÷åñêîå
ïîëå ðàâíî

Hc2 = κ, (171)
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èëè â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

Hc2 = 1B · κ =
Φ0

2πξ2
.

Ýòîìó çíà÷åíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,

ψky (x, y) = e−ξ
2/2+ikyy = exp

{
−1

2
(κx− κ−1ky)2 + ikyy

}
, (172)

íå çàâèñÿùèõ îò z è ðàçëè÷àþùèõñÿ çíà÷åíèåì ky. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íàéäåííîå çíà÷åíèå
Hc2 = κ ïðåâûøàåò òåðìîäèíàìè÷åñêîå êðèòè÷åñêîå ïîëå Hc = 1/

√
2 êàê ðàç ïðè κ > 1/

√
2, ÷òî

ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà, äàííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî ñâåðõïðîâîäíèê âòîðîãî ðîäà, ýòî òàêîé ñâåðõïðîâîäíèê, ó êîòîðîãî Hc2 > Hc.

8.2 Ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå âáëèçè Hc2. Çàäà÷à Àáðèêîñîâà.

Ïîñòðîèì òåïåðü ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðè ìàãíèòíûõ ïîëÿõ áëèçêèõ ê Hc2, èëè, áîëåå
òî÷íî, ïðè κ−H � κ. Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà À. Àáðèêîñîâûì â 1953 ãîäó è îïóáëèêîâàíà â 1957.

Ïðè ïîëå â òî÷íîñòè ðàâíîìó êðèòè÷åñêîìó H = κ óðàâíåíèÿì Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó óäîâëåòâîðÿ-
åò ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé 172 ñ ðàçëè÷íûìè ky. Ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû ðåøåíèé 172 ïî äèñêðåòíîìó ky,n = nk è òåì ñàìûì èìååò
âèä

Ψ =

∞∑
n=−∞

Cnψky=nk(x, y) =

∞∑
n=−∞

Cn exp

{
−1

2
(κx− κ−1nk)2 + inky

}
, (173)

çäåñü k - íåêîòîðûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ìàñøòàá ðåøåíèÿ, Cn- íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû,
êîòîðûå ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûìè. Ìàãíèòíîå ïîëå è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïðè H = κ
îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè 163. Åñëè âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå áóäåò íåìíîãî íèæå Hc2 ê ìàãíèò-
íîìó ïîëþ è ïàðàìåòðó ïîðÿäêà ïîÿâÿòñÿ ìàëûå ïîïðàâêè, êîòîðûå áóäåì èñêàòü ìåòîäîì ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Bz = B = H + δB, (174)

Ax = δAx, (175)

Ay = Hx+ δAy, (176)

ψ = Ψ + δψ. (177)

Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà

rotrotA = rotB = − i

2κ
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− |ψ|2A, (178)

êîòîðîå çàïèøåì â ïðîåêöèÿõ,

∂B

∂y
=

i

2κ
(ψ∗

∂ψ

∂x
− ψ∂Ψ∗

∂x
) + |ψ|2Ax, (179)

−∂B
∂x

=
i

2κ
(ψ∗

∂ψ

∂y
− ψ∂ψ

∗

∂y
) + |ψ|2Ay, (180)

Óäåðæèâàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ÷ëåíû íóëåâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè äëÿ ïîïðàâîê ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó
ïîëó÷àåì

∂δB

∂y
=

i

2κ
(Ψ∗

∂Ψ

∂x
−Ψ

∂Ψ∗

∂x
), (181)

−∂δB
∂x

=
i

2κ
(Ψ∗

∂Ψ

∂y
−Ψ

∂ψ∗

∂y
) + |Ψ|2Hx. (182)
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ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûé âèä Ψ èç 173 ïîëó÷àåì, ÷òî

∂δB

∂y
=

i

2κ
∑
m,n

CnC
∗
mk(m− n) exp[ik(n−m)− 1

2
(κx− knκ−1)2 − 1

2
(κx− kmκ−1)2],

−∂δB
∂x

=
1

2κ
∑
m,n

CnC
∗
m[k(m+ n) + 2κ2x] exp[ik(n−m)− 1

2
(κx− knκ−1)2 − 1

2
(κx− kmκ−1)2].

îòêóäà ñëåäóåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

B = H − |Ψ|
2

2κ
= κ + (H − κ)− |Ψ|

2

2κ
. (183)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàëóþ ïîïðàâêó, ïðîïîðöèîíàëü-
íóþ îòêëîíåíèþ ïîëÿ îò Hc2. Ïîñêîëüêó

B = Bz =
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
,

òî âûáèðàÿ êàëèáðîâêó Ax = 0 äëÿ A = Ay èç 183 ïîëó÷èì

A = Hx−
∫
|Ψ|2

2κ
dx. (184)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
â âèäå ñóììû íåâîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ è ïîïðàâêè

ψ = Ψ +
∑
n

eiknyψ(1)
n =

∑
n

eikny(ψn(x) + ψ(1)
n (x)), ãäå ψn = exp[−1

2
(κx− κ−1nk)2], (185)

è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 159

(knκ−1 − κx)2ψ(1)
n − κ−2 ∂

2ψ
(1)
n

∂x2
− ψ(1)

n = 2x(κ −H)(κx− κ−1nk)Cnψn +
∑
m,p

CpC
∗
mCn−p+m{

[x− κ−2k(n− p−m
2

)]× ψn−p+m(x)

∫ x

ψp(x
′)ψm(x′)dx′ − ψn−p+m(x)ψp(x)ψm(x)

}
. (186)

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïî òåîðåìå Ôðåäãîëüìà íåîáõîäèìî,
÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà îðòîãîíàëüíà ðåøåíèþ îäíîðîäíîé çàäà÷è. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå
îäíîðîäíîé çàäà÷è åñòü ψn. Äîìíîæàÿ ïðàâóþ ÷àñòü íà ψn è èíòåãðèðóÿ ïî x ïîëó÷èì

2−1/2[(2κ2)−1 − 1]
∑
p,m

CpC
∗
mCn−p+m exp

{
− k2

2κ2
[(p− n)2 + (p−m)2]

}
+ Cn(κ −H)/κ = 0. (187)

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà C∗n è ïðîñóììèðóåì ïî n. Îòâåò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

κ −H
κ
|Ψ|2 + [(2κ2)−1 − 1]|Ψ|4 = 0, (188)

ãäå êðûøêîé íàä áóêâîé îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó. Âû÷èñëèì ñðåäíåå ïîëå B

B = H − |Ψ|
2

2κ
= H − 1

2κ2

|Ψ|2
2

|Ψ|4
|Ψ|4

|Ψ|2
= H − 1

βA

κ −H
2κ2 − 1

, (189)

ãäå ìû ââåëè ïàðàìåòð Àáðèêîñîâà

βA =
|Ψ|4

|Ψ|2
2 ,
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ïîëåçíûé òåì, ÷òî êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 173 äëÿ Ψ, ýòî åñòü âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò H
è óðàâíåíèå 189 ÿâíî îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü B(H) è òåì ñàìûì àìïëèòóäó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ. Êîíå÷íî, âåëè÷èíà βA äîëæíà áûòü èçâåñòíà. Òî÷íî
òàêæå ÷åðåç âåëè÷èíó βA ìîæíî âûðàçèòü è ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ 108(íà åäèíèöó äëèíû)

F =

∫
B2 − |ψ|

4

2
dxdy = B

2 − (κ −B)

1 + βA(2κ2 − 1)
, (190)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì îòíîñèòåëüíî B. Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ ïðè ìèíèìàëüíîì βA. Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè ïîçâî-
ëÿåò â ïðèíöèïå íàéòè êîýôôèöèåíòû Cn è ïîñòîÿííóþ k. Ýòîò âîïðîñ íå ïðîñòîé, íî ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè âûÿñíåííûé. ß òîëüêî ïðèâåäó ðåçóëüòàòû ñàìîãî Àáðèêîñîâà è ðàññêàæó êàê îíè áûëè
ïîëó÷åíû.

Â ñâîåé ñòàòüå À. Àáðèêîñîâ ëåãêîìûñëåííî íàïèñàë, ÷òî íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòü êî-
ýôôèöèåíòû Cn ðàçíûìè è ïîýòîìó ïîëîæèë èõ âñå ðàâíûìè Cn = C, òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îêàçàëîñü ñëåäóþùèì

Ψ� = C

∞∑
n=−∞

exp

{
−1

2
(κx− κ−1nk)2 + inky

}
. (191)

Âû÷èñëÿÿ βA

βA =
k

κ
√

2π

[ ∞∑
−∞

exp(−k2n2/2κ2)

]2

,

îí íàøåë ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå βA äîñòèãàåòñÿ ïðè k =
√

2πκ è ðàâíî β�
A = 1.18. Ôóíêöèÿ

191 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Òåòà ôóíêöèþ ßêîáè θ3, îïðåäåëÿåìóþ êàê

θ3(x, y) =

∞∑
n=−∞

exp(−πxn2 + 2πny). (192)

Ñàìà ôóíêöèÿ 191 çàïèñûâàåòñÿ êàê

Ψ� = C exp(−κ2x2/2)θ3[1, (2π)1/2iκ(x+ iy)]. (193)

Ìîäóëü ýòîé ôóíêöèè îáëàäàåò ñèììåòðèåé êâàäðàòíîé ðåøåòêè. Â òî÷êàõ

xm =

√
2π

κ
(m+

1

2
), yn =

√
2π

κ
(n+

1

2
),

ôóíêöèÿ ψ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, êàê

Ψ ∼ (x− xm) + i(y − yn) = z − zm,n.

Èç óðàâíåíèé 181 ñëåäóåò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå Bz â äâóìåðíîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîêà

j = rotz0B = −[z0 ×∇B],

à ïîñêîëüêó â ñèëó 183 ìàãíèòíîå ïîëå ëèíåéíî ñâÿçàíî ñ |Ψ|2 òî ëèíèè óðîâíÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
(è ìàãíèòíîãî ïîëÿ) îäíîâðåìåííî è ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè òîêà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òîê öèðêóëèðó-
åò âîêðóã íóëåé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, îáðàçóÿ êâàäðàòíóþ ðåøåòêó âèõðåé. Ýòè âèõðè â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íàçûâàþòñÿ âèõðÿìè Àáðèêîñîâà. Êâàäðàòíàÿ âèõðåâàÿ ðåøåòêà ïîêàçàíà íà Ðèñ.36 Îäíà-
êî äåòàëüíûé àíàëèç, âûïîëíåííûé ïîçæå, ïîêàçàë, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå Àáðèêîñîâà î ðàâåíñòâå
êîýôôèöèåíòîâ Cn áûëî îøèáî÷íûì, è êâàäðàòíàÿ âèõðåâàÿ ðåøåòêà íå äîñòàâëÿåò àáñîëþòíîãî
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Ðèñ. 36: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà

ìèíèìóìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè 190 è ôóíêöèîíàëó Àáðèêîñîâà βA. À ìèíèìàëüíî âîìîæíîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà Àáðèêîñîâà åñòü

β∆
A = 1.16,

è ñîîòâåòñòâóåò îíî íå êâàäðàòíîé, à òðåóãîëüíîé ðåøåòêå âèõðåé. Ïðàâèëüíûé âûáîð êîýôôèöåí-
òîâ îêàçûâàåòñÿ òàêèì

Cn = exp

[
iπn(n− 1)

2

]
.

Îäíàêî, çà èñêëþ÷åíèå ôîðìû ðåøåòêè, âñå îñòàëüíûå ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ, ñîõðàíÿ-
þòñÿ. Ñàìûì âàæíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ðåøåòêè òî÷åê, ãäå ïàðàìåòð ïîðÿäêà âåäåò ñåáÿ
êàê

ψ ∼ z = x+ iy.

Åñëè çàïèñàòü ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

ψ ∼ z = x+ iy = eiθ,

òî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôàçà ðåøåíèÿ ìåíÿåòñÿ íà 2π ïðè îáõîäå âîêðóã íóëåé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∇θ ïðåäñòàâëÿåò âåêòîðíîå ïîëå ñ çàâèõðåííîñòüþ è ðåøåíèå, íàéäåííîå Àáðèêî-
ñîâûì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåòêó âèõðåé. Ýòè âèõðè â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàçûâàþòñÿ âèõðÿìè
Àáðèêîñîâà.

8.3 Ñòðóêòóðà îäèíî÷íîãî âèõðÿ. Íèæíåå êðèòè÷åñêîå ïîëå.

Èñõîäÿ èç àíàëèçà, ïðîâåäåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïî ìåðå
óìåíüøåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè âèõðÿìè Àáðèêîñîâà áóäåò âîçðàñòàòü
è ïðè ïðèáëèæåíèè ê íèæíåìó êðèòè÷åñêîìó ïîëþ âèõðè áóäóò íàñòîëüêî ðåäêè, ÷òî èõ ìîæíî
áóäåò ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå. Ïîïðîáóåì íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó, ñî-
îòâåòñòâóþùèå îäèíî÷íîìó âèõðþ. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó â äåéñòâèòåëüíîé ôîðìå
121,122

rotrotA = f2vs, (194)

κ−2∆f + (1− f2 − v2
s)f = 0, (195)

vs = κ−1∇θ −A, (196)
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è ïîïûòàåìñÿ íàéòè "öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå"ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé. Áîëåå òî÷íî âûðà-
æàÿñü, ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ρ, ϕ, z ñ îñüþ âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è áóäåì
èñêàòü íå çàâèñÿùåå îò z ðåøåíèå â âèäå

A = ϕ0A(ρ), vs = ϕ0v(ρ), B = z0B(ρ), f = f(ρ), θ = mϕ, (197)

ãäåm - ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, âûðàæàþùåå ÷èñëî îáîðîòîâ ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè îáõîäå
âîêðóã âèõðÿ. Ãðàäèåíò ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ∇θ îáëàäàåò íåîáû÷íûì ñâîéñòâîì, åãî öèðêóëÿ-
öèÿ ïî áåñêîíå÷íî ìàëîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó öåíòð âèõðÿ∮

∇θdl =

∫ 2π

0

1

ρ

∂θ

∂ρ
ρdϕ = 2πm.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ôîðìàëüíî òåîðåìó Ñòîêñà ê ýòîìó èíòåãðàëó∮
∇θdl =

∫
rot∇θdS,

ïîëó÷àåì
rot∇θ = 2πmδ(ρ), (198)

çäåñü ρ äâóìåðíûé âåêòîð â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé z.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ôàçû íàïèøåì ñâÿçü ìåæäó ñâåðõñêîðîñòüþ è âåêòîðíûì ïîòåíöèà-

ëîì
v =

m

κρ
−A,

è çàïèøåì óðàâíåíèÿ 194 â âèäå

κ−2 1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂f

∂ρ
+ (1− v2 − f2)f = 0, (199)

−∂B
∂ρ

= vf2, (200)

B = (rotA)z = −1

ρ

∂

∂ρ
ρv +

2πm

κ
δ(ρ). (201)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû - ýòî îòñóòñòâèå îñîáåííîñòè ó ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà ïðè ρ → 0 è âûõîä íà îäíîðîäíûå çíà÷åíèÿ B → 0, f → 1 ïðè ρ. Îáñóäèì ñíà÷àëà
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ ρ. Ïîñêîëüêó ìàãíèòíîå ïîëå êîíå÷íî ïðè ìàëûõ
ρ åãî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë Aϕ = A ∼ ρ è îñíîâíîé âêëàä â ñâåðõñêîðîñòü âíîñèò ∇θ, ïîýòîìó

v =
m

κρ
ïðè κρ� 1.

Óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ñïðàâåäëèâîå âáëèçè îñè âèõðÿ

κ
[
ρ−1 ∂

∂ρ
ρ
∂f

∂ρ
− m2

ρ2
f

]
+ f − f3 = 0,

êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå

f = Cκρm,

ãäå êîýôôèöèåíò C äîëæåí áûòü îïðåäåëåí ïóòåì óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ∞. Çà-
ìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ψ = feiθ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ψ = feiθ ∼ ρmeimϕ = (ρeiθ)m = (x+ iy)m = zm,
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ÿâíî ïîä÷åðêèâàþùèì àíàëèòè÷íîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðè |z| → 0 Óðàâíåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ B â îêðåñòíîñòè îñè âèõðÿ

∂B

∂ρ
∼ −C2κ2ρ2m m

κρ
èìååò ðåøåíèå

B = B0 −
C2κ

2
ρ2m,

çàâèñÿùåå åùå îò îäíîé ïîñòîÿííîé B0. Êàê è C îíà äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà ïóòåì óäîâëåòâîðåíèÿ
óñëîâèé ïðè ρ � 1 Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà êàê íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ìû ìîæåì ÷èñëåííî ðåøèòü óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó 194 è
ïîäîáðàòü ïîñòîÿííûå B0, C, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïàðàìåòð m äî
ñèõ ïîð îñòàâàëñÿ ïðîèçâîëüíûì, îí äîëæåí áûòü îïðåäåëåí èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ñâîáîäíûõ
ýíåðãèé íà ðåøåíèÿõ ñ ðàçëè÷íûìè m. Êàê ìû óâèäèì, ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé îáëàäàåò âèõðü ñ
m = 1, íàçûâàåìûé îäíîêâàíòîâûì.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèõðå êâàíòîâàí è ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó íàêðóòîê ôàçû
m. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñâåðõñêîðîñòè 194

vs = κ−1∇θ −A,

è ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî óäàëåííîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòèê
ðåøåíèÿ íà ∞, â êîòîðîé, êàê ìû ïîêàæåì, ρv → 0. Ìû ïîëó÷èì

Φ =

∮
Adl =

∫
BdS =

∮
∇θdl = 2πm/κ,

÷åìó â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò m êâàíòîâ ïîòîêà Φ0.
Êà÷åñòâåííûé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîêàçàí íà Ðèñ.37

f

r

k
-1

B

Ðèñ. 37: Ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèõðå

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè íèæíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîàíàëèçèðóåì áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðó
âèõðåé â ñâåðõïðîâîäíèêàõ ñ κ � 1. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
Lf ∼ κ−1 è ìàãíèòíîãî ïîëÿ LB ∼ 1 ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ è ðåøåíèå óðàâíåíèé 194 ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ 194 íà f2, âîçüìåì äâóìåðíûé rot îò
îáåèõ ÷àñòåé è âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 198. Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

rot
1

f2
rotB + B =

2πm

κ
z0δ(ρ). (202)

Åñëè ìû íå áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ îáëàñòüþ ρ . κ−1, ñ÷èòàÿ, ÷òî ýòà îáëàñòü âíîñèò ìàëûé âêëàä â
ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, òî äëÿ κρ� 1 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f óæå âûøëà íà ñâîå àñèìïòîòè÷åñêîå
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çíà÷åíèå f = 1 è èç óðàâíåíèÿ 202 ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â âèõðå B = z0B

−∆B +B =
2πm

κ
δ(ρ). (203)

Ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíîå è îíî ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíî. Çàïèñûâàÿ åãî â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, ïîëó÷èì ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà

−1

ρ

∂

∂ρ
ρ
∂B

∂ρ
+B = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ ∂ρB → m/(κρ). Ýòî àñèìïòî-
òè÷åñêîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè ìàëûõ ρ ïðåíåáðåæåì ÷ëåíîì ñ B â 203, à
ëàïëàñèàí ïðåäñòàâèì â âèäå ∆ = div∇ â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

−div∇B =
2πm

κ
δ(ρ).

Ïðèìåíèâ äâóìåðíóþ òåîðåìó Ãàóññà ∫
divq dV =

∫
qdS

ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì íóæíóþ àñèìïòîòèêó

−∂B
∂ρ

= m/(κρ).

Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà íàõîæäåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿæåííîé íèòè. Ìàãíèòíîå ïîëå B
èãðàåò ðîëü ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ B ïî-
ëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ

B =
m

κ
ln

1

ρ
. (204)

Ïîëíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 203, óäîâëåòâîðÿþùåå åìó òàêæå è íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ρ� 1-
ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà

B = mκ−1K0(ρ), (205)

ñâÿçàííàÿ ñ ôóíêöèåé Õàíêåëÿ ìíèìîãî àðãóìåíòà

K0(ρ) = H+
0 (iρ).

Âûðàæåíèå äëÿ ñâåðõòîêà ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ 199

v =
∂B

∂ρ
=
m

κ
K1(ρ). (206)

Ïðèâåäåì àñèìïòîòèêè íóëåâîé è ïåðâîé ôóíêöèé Ìàêäîíàëüäà ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷å-
íèÿõ àðãóìåíòà

K0(ρ) =


ln 1

ρ ρ� 1

(πρ)−1/2e−ρ ρ� 1

;K1(ρ) =


− 1
ρ ρ� 1

(πρ)−1/2e−ρ ρ� 1

. (207)

Òåïåðü âû÷èñëèì ýíåðãèþ âèõðÿ íà åäèíèöó äëèíû ε, êîòîðóþ îïðåäåëèì êàê

ε = L−1[F (ñ âèõðåì)− F (áåç âèõðÿ)].
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Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ýòà âåëè÷èíà ðàâíà (ñðàâíè ñ 145)

ε =

∫
κ−2(∇f)2 + f2v2

s − f2 +
f4 − 1

2
+ (rotA)22πρd ρ. (208)

Â èñïîëüçóåìîì Ëîíäîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè, ìû ïðåíåáðåãàåì âêëàäîì îáëàñòè ρ . κ−1, ãäå ìî-
äóëü ïàðàìåòðà ìåíÿåòñÿ. Âíå ýòîé îáëàñòè f ≈ 1, ∇f ≈ 0 è ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ 208 ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå

ε ≈ 2π

∫ ∞
κ−1

(v2 +B2)ρdρ2πρd ρ = 2π

∫ ∞
κ−1

(K2
1 (ρ) +K2

0 (ρ))ρdρ. (209)

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ âèõðÿ â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñêëàäûâàåòñÿ èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñâåðõïðîâî-
äÿùèõ ýëåêòðîíîâ è ìàãíèòíîé ýíåðãèè. Êàê ñëåäóåò èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ôóíêöèé
Ìàêäîíàëüäà îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë, ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñõîäÿùèéñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå ïðè
κ−1 → 0 âíîñèò ÷ëåí K2

1 . Ïîýòîìó, åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí, ìû ìîæåì
ïðåíåáðå÷ü ìàãíèòíîé ýíåðãèåé è ó÷åñòü òîëüêî êèíåòè÷åñêóþ, êðîìå òîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
àñèìïòîòèêîé K1 äëÿ ìàëûõ ρ à âåðõíèé ïðåäåë çàìåíèòü åäèíèöåé. Äëÿ ýíåðãèè m-êâàíòîâîãî
âèõðÿ ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó

εm ≈ 2π

∫ ∞
κ−1

(K2
1 (ρ) +K2

0 (ρ))ρdρ ≈ 2π

∫ ∞
κ−1

K2
1 (ρ)ρdρ ≈ 2π

∫ ∞
κ−1

m2

κ2ρ2
ρdρ ≈ (2πm2/κ2) lnκ, (210)

êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

εm = m2ε, ãäå ε ≈ (2πκ2) lnκ, (211)

åñòü ýíåðãèÿ îäíîêâàíòîâîãî âèõðÿ. Èç ýòîé ôîðìóëû ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî m-êâàíòîâûé âèõðü áó-
äåò íåóñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê ðàñïàäó íà m îòäåëüíûõ îäíîêâàíòîâûõ âèõðåé. Äåéñòâèòåëüíî,
ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ m îäíîêâàíòîâûõ âèõðåé mε, ìåíüøå ýíåðãèè îäíîãî m-êâàíòîâîãî âèõðÿ m2ε
è â ñâåðõïðîâîäíèêå áóäóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíîêâàíòîâûå âèõðè, êîòîðûå è áóäåì äàëüøå
ðàññìàòðèâàòü.

Â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè íà åäèíèöó äëèíû âèõðÿ ïðèîáðåòàåò âèä

ε =
1B2λ2

8π
εdl =

Φ2
0λ

2

(2π)2λ2ξ2(8π)

2πξ2

λ2
=

(
Φ0

4πλ

)2

, (212)

Òåïåðü, çíàÿ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ âèõðÿ ìû ìîæåì íàéòè íèæíåå êðèòè÷åñêîå ïîëå. Äëÿ ýòîãî
çàïèøåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F̃ ñâåðõïðîâîäíèêà ñ âèõðåì

F̃ = F −
∫
BH

4π
dV = F (áåç âèõðÿ) + L

(
ε−H

∫
B

4π

)
dS, (213)

âñïîìèíàÿ, ÷òî ïîòîê â âèõðå êâàíòîâàí è ðàâåí
∫
BdS = Φ0 ïîëó÷àåì

F̃ = F (áåç âèõðÿ) + L

(
ε− Φ0H

4π

)
, (214)

Ïðîíèêíîâåíèå âèõðÿ ñòàíîâèòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè âûãîäíûì ïðè

ε− Φ0H

4π
< 0

îòêóäà ñðàçó íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ íèæíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ

Hc1 =
4πε

Φ0
≈ Φ0

4πλ2
ln
λ

ξ
(215)

Ïðè áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó κ íèæíåå êðèòè÷åñêîå ïîëå Hc1 îêàçûâàåòñÿ ìíîãî
ìåíüøå, ÷åì òåðìîäèíàìè÷åñêîå êðèòè÷åñêîå ïîëå Hc è ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñâåðõïðîâîäíèêà âòî-
ðîãî ðîäà, èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà Ðèñ. 35.
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9 Ýôôåêò Äæîçåôñîíà

9.1 Âûâîä ôîðìóëû äëÿ äæîçåôñîíîâñêîãî òîêà

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà äâà êóñêà ñâåðõïðîâîäíèêà ðàñïîëàãàþòñÿ áëèçêî äðóã îò äðóãà, òàê,
÷òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì òóííåëèðîâàíèå ýëåêòðîíîâ èç îäíîãî êóñêà â äðóãîé. Ýôôåêòû, âîçíè-
êàþùèå â ýòîé ñèòóàöèè, âïåðâûå áûëè ðàññìîòðåíû òåîðåòè÷åñêè Áðàéàíîì Äæîçåôñîíîì â ðàáî-
òå 1962 ãîäà è âïîñëåäñòâèè ýòè ýôôåêòû áûëè îáíàðóæåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî Ãèàâåðîì (Giaver).
Â 1975 Äæîçåôñîí, Ãèàâåð è Ýñàêè ïîëó÷èëè Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ çà èññëåäîâàíèÿ òóííåëüíûõ
ýôôåêòîâ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ è ïîëóïðîâîäíèêàõ.

Ðàññìîòðèì äâà êóñêà ñâåðõïðîâîäíèêà, ðàñïîëîæåííûõ ïðè x > 0 è ïðè x < 0 è ðàçäåëåííûõ
óçêèì òóííåëüíûì áàðüåðîì, ðàñïîëîæåííûì â îêðåñòíîñòè x = 0 ± ε, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.38
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ áûëà çàìåòíîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû òîëùèíà áàðüåðà

x

X

y

z

0 +e-e

y = q1 f exp(i1 1) Y = q2 2f exp(i 2)

j1

c=q -q1 2 V=j -j1 2

j2

Ðèñ. 38: Ãåîìåòðèÿ äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà

ε áûëà ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ àòîìíûõ äëèí a, ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó,
ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïëàâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ξ � aøèðèíó áàðüåðà ìîæíî ñ÷èòàòü
áåñêîíå÷íî ìàëîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà â ðàçëè÷íûõ êóñêàõ åñòü ψ1,2 åñëè áû
ñâåðõïðîâîäÿùèå êóñêè áûëè áû èçîëèðîâàíû, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ âñåé ñèñòåìû ñêëàäûâàëàñü áû
èç ñâîáîäíûõ ýíåðãèé íåçàâèñèìûõ êóñêîâ

F [ψ1, ψ2] = F1[ψ1] + F [ψ2],

ãäå êàæäîå èç âûðàæåíèé äàåòñÿ ôîðìóëîé 266 äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó.
Ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê ýòîìó âûðàæåíèþ ÷ëåíà ñ âçàèìîäåé-
ñòâèåì Fint, òàê ÷òî ïîëíàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

F [ψ1, ψ2] = F1[ψ1] + F [ψ2] + Fint[ψ1, ψ2]

Ñâîáîäíûå ýíåðãèè F1,2 äàþòñÿ îáû÷íûìè âûðàæåíèÿìè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó 99 ãäå èíòåãðèðîâà-
íèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îáúåìàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèîíàëîì îò çíà÷åíèé ψ1(x = 0 − ε) = ψ1 = f1e

iθ1 è ψ2(x = 0 + ε) =
ψ2 = f2e

iθ2 íà ïîâåðõíîñòè ñîñåäñòâóþùèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Ýòó ýíåðãèþ, îòâåòñòâåííóþ çà ýô-
ôåêò Äæîçåôñîíà, â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü äæîçåôñîíîâñêîé ýíåðãèåé è îáîçíà÷àòü êàê FJ .

Äëÿ å¼ íàõîæäåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ îáùèìè èäåÿìè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèè ôàçîâûõ ïåðå-
õîäîâ, èñïîëüçîâàííûõ â ðàçäåëå 6 ïðè êîíñòðóèðîâàíèè îáúåìíîé ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè èäåÿìè ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì è èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî
íåìó. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé íóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñâåðõ-
ïðîâîäíèêîâ ìàëî, ìû ñðàçó ìîæåì íàïèñàòü äåéñòâèòåëüíûå áèëèíåéíûå ôîðìû äëÿ îäíîðîäíûõ
ïî ïîâåðõíîñòè ψ

FJ = S(gψ1ψ
∗
2 + g∗ψ∗1ψ2) = 2S|g|f1f2 cos(θ1 − θ2 + α) (216)

è äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ

FJ =

∫
(gψ1(r⊥)ψ∗2(r⊥) + g∗ψ∗1(r⊥)ψ2(r⊥))d2r⊥ = 2

∫
|g|f1f2 cos(θ1 − θ2 + α)d2r⊥, (217)

âûðàæàþùèå ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Çäåñü g = |g|eiα- êîýôôèöèåíò
ñâÿçè. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâûé íåèñ÷åçàþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, âîçìîæíûå ÷ëåíû âûñøèõ
ñòåïåíåé ψ è ÷ëåíû ñ ãðàäèåíòàìè âäîëü ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ∇⊥ ïðåäñòàâëÿþò âåëè÷èíû ñëåäóþ-
ùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ïîñòîÿííóþ c, îïðåäåëÿåìóþ âåðîÿòíîñòüþ òóííåëèðîâàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü
íå çàâèñÿùåé îò òåìïåðàòóðû. Òåïåðü, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî 6 íàì íåîáõîäèìî îáîáùèòü âûðàæåíèÿ
216 èëè 217 íà ñëó÷àé êîíå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîëüçóÿñü òðåáîâàíèåì êàëèáðîâî÷íîé èíâàðè-
àíòíîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Èòàê, âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè äîëæíû îñòàòüñÿ èíâàðè-
àíòíûìè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè 96. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàìåíèòü êàëèáðîâî÷íî íåèíâàðèàíòíóþ
ðàçíîñòü ôàç θ1 − θ2 = θ(r1)− θ(r2) âûðàæåíèåì

θ1 − θ2 → θ1 − θ2 −
2e

~c

∫ 1

2

Adl,

ïîëó÷àþùåãîñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ îò òî÷êè 2 äî òî÷êè 1 êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíîãî âûðà-
æåíèÿ 110 ∫ r2

r1

(
∇θ − 2e

~c
A

)
dl = θ(2)− θ(1)− 2e

~c

∫ r2

r1

Adl.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

FJ = 2S|g|f1f2 cos

(
θ2 − θ1 −

2e

~c

∫ ε

−ε
Axdx− α

)
= (218)

S

(
gψ1ψ

∗
2 exp

[
2e

~c

∫ ε

−ε
Axdx

]
+ g∗ψ∗1ψ2 exp

[
−2e

~c

∫ ε

−ε
Axdx

])
. (219)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî óïðîùåíî, åñëè ìû ïðåäïîëîæèì ÷òî êîíòàêò ìåæäó
ñâåðõïðîâîäíèêàìè íå îáëàäàåò ìàãíèòíîé ñòðóêòóðîé è ñèñòåìà îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëü-
íî îáðàùåíèÿ âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè äîëæíî áûòü ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî çàìåíû 1 � 2, îòêóäà ñëåäóåò äåéñòâèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà ñâÿçè g è ðàâåíñòâî
íóëþ åãî ôàçû α. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêîé ñëó÷àé è èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè

FJ = 2|g|
∫
d2r⊥f1f2 cos

(
θ2 − θ1 −

2e

~c

∫ ε

−ε
Axdx

)
= (220)∫

d2r⊥g

(
ψ1ψ

∗
2 exp

[
2e

~c

∫ ε

−ε
Axdx

]
+ ψ∗1ψ2 exp

[
−2e

~c

∫ ε

−ε
Axdx

])
. (221)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà äâóõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî
ýëåêòðè÷åñêèé òîê îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 104

j = −cδFmatter

δA
. (222)
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Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå Fmatter âûðàæåíèå äëÿ äæîçåôñîíîâñêîé ýíåðãèè FJ 220 ïîëó÷èì äëÿ âàðè-
àöèè

δFJ =
4e

~c
g

∫
f1f2 sin

[
θ1 − θ2 −

2e

~c

∫ 1

2

Ax

]
δAxdxd

2r⊥ (223)

îòêóäà äëÿ ïëîòíîñòè òîêà ÷åðåç ãðàíèöó ïîëó÷àåì

jx = j1→2 = jc sinχ, (224)

ãäå

jc =
4e

~
|g|f1f2 (225)

-êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü òîêà, à

χ = θ1 − θ2 −
2e

~c

∫ 1

2

Axdx, (226)

òàê íàçûâàåìàÿ äæîçåôñîíîâñêàÿ ðàçíîñòü ôàç. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ÷åðåç òóííåëü-
íûé êîíòàêò ìåæäó äâóìÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè ìîæåò òå÷ü ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê, îïðåäåëÿåìûé
ðàçíîñòüþ ôàç ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà ïî ðàçíûå ñòîðîíû ïåðåõîäà. Íàëè÷èå òàêîãî òîêà áûëî ïðåä-
ñêàçàíî Äæîçåôñîíîì è â ÷åñòü íåãî íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Äæîçåôñîíà. Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ
224 äæîçåôñîíîâñêèé òîê íå ìîæåò ïðåâûøàòü êðèòè÷åñêîãî òîêà, îïðåäåëÿåìîãî 225, ïîñêîëüêó
| sinχ| < 1

9.2 Íåñòàöèîíàðíûé ýôôåêò Äæîçåôñîíà

Çàäàäèì ñåáå âîïðîñ: à ÷òî áóäåò, åñëè òîê ÷åðåç äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò ïðåâûñèò êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå? Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî íà ïåðåõîäå Äæîçåôñîíà ïðè ýòîì ïîÿâèòñÿ íàïðÿæåíèå è
êðîìå ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïîÿâèòñÿ íîðìàëüíûé òîê. Ïîïðîáóåì âûâåñòè óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå
äèíàìèêó Äæîçåôñîíîâñêîãî ïåðåõîäà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íóëåâîãî âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è
çàìåòèì, ÷òî ïðè j < jc âûðàæåíèå äëÿ òîêà 224

I = Ic sinχ, ãäå χ = θ1 − θ2,

äîëæíî áûòü äîïîëíåíî óðàâíåíèåì, âûðàæàþùèì ñòàöèîíàðíîñòü ôàçû χ

~
∂χ

∂t
= ~

∂θ1 − θ2

∂t
= 0, èëè ~

∂θ1

∂t
= ~

∂θ2

∂t
. (227)

Îäíàêî, ýòî óðàâíåíèå íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êàê ìû
çíàåì, ñì. 97 äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè ìû äîëæíû çàìåíèòü âðåìåííûå
ïðîèçâîäíûå íà óäëèíåííûå

~
∂

∂t
ψ →

(
~
∂

∂t
+ 2ieϕ

)
ψ, (228)

~
∂θ

∂t
→ ~

∂θ

∂t
+ 2eϕ, (229)

ãäå ϕ- ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðîäåëûâàÿ ýòó ïðîöåäóðó ñ óñëîâèåì ñòà-
öèîíàðíîñòè ôàçû 227 ìû ïðèäåì ê òàê íàçûâàåìîìó äæîçåôñîíîâñêîìó ñîîòíîøåíèþ

~
∂θ1

∂t
+ 2eϕ1 = ~

∂θ2

∂t
+ 2eϕ2. (230)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå, ñâÿçûâàþùèì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôàçû è íàïðÿ-
æåíèå íà ïåðåõîäå

~
∂χ

∂t
+ 2eV = 0, (231)
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ãäå V = ϕ1 −ϕ2- íàïðÿæåíèå íà êîíòàêòå. Î÷åíü ÷àñòî äæîçåôñîíîâñêîå ñîîòíîøåíèå çàïèñûâàþò
â âèäå

~
∂χ

∂t
= 2|e|V. (232)

Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîãî òîêà ÷åðåç äæîçåôñîíîâñêèé ïåðåõîä, ñïðà-
âåäëèâîå êàê ïðè I < Ic, òàê è ïðè I > Ic. Òîê ÷åðåç äæîçåôñîíîâñêèé ïåðåõîä ñêëàäûâàåòñÿ èç
ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà Is = Ic sinχ è òîêà íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ, êîòîðûé áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûì
IN = V/R. Äëÿ ïîëíîãî òîêà èìååì

IN + Is =
V

R
+ Ic sinχ = I.

Âûðàæàÿ íàïðÿæåíèå íà ïåðåõîäå ÷åðåç χ̇ ñ ïîìîùüþ äæîçåôñîíîâñêîãî ñîîòíîøåíèÿ 232 ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó äæîçåôñîíîâñêîé ôàçû

~
2|e|R

∂χ

∂t
+ Ic sinχ = I. (233)

Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà 233, îïèñûâàþùåå äæîçåôñîíîâñêèé ïåðåõîä ñ ìàëîé åìêîñòüþ ìî-
æåò áûòü ëåãêî ðåøåíî. Íî ñíà÷àëà çàïèøåì åãî â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Ââîäÿ áåçðàçìåðíûé
òîê z = I/Ic è áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = Ωt, ãäå

~Ω = 2|e|RIc, (234)

çàïèøåì 233 êàê
χ̇+ sinχ = z.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ÷òî î÷åâèäíî åñëè ìû ïåðå-
ïèøåì åãî â âèäå

dχ

z − sinχ
= dt. (235)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî âðåìåíè îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî óðàâíåíèÿ (èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ïåðåìåííîé u = tg(χ/2) ïîëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ χ

χ = 2arctg

{√
1− z−2tg

τ
√
z2 − 1

2
+

1

z

}
. (236)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðåøåíèå ïî âðåìåíè ïîëó÷èì ìãíîâåííîå áåçðàçìåðíîå íàïðÿæåíèå χ̇ = v =
V/RIc, âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîãî ïðè òîêå, ïðåâûøàþùåì êðèòè÷åñêèé z > 1 èìååò âèä

v(t) = χ̇ =
z(z2 − 1)

z2 + cosϕ+
√
z2 − 1 sinϕ

,

ãäå ìû ââåëè ïåðåìåííóþ ϕ = τ
√
z2 − 1. Óñðåäíåíèå ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèÿ ïî ïåðèîäó äàåò

âîëüò-àìïåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó êîíòàêòà

v =
1

2π

∫ 2π

0

v(τ)dτ =
1

2π

∫ 2π

0

z2 − 1

z + cos τ
dτ =

√
z2 − 1,

ãðàôèê êîòîðîé ïðèâåäåí íà Ðèñ.39
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ 233 ìû ïðåíåáðåãëè òîêîì ñìåùåíèÿ èëè òîêîì çàðÿäà êîíäåíñàòîðà,

îáðàçîâàííîãî ñâåðõïðîâîäÿùèìè ýëåêòðîäàìè. Îí ìîæåò áûòü ó÷òåí ïðîñòûì äîáàâëåíèåì åì-
êîñòíîãî òîêà

Icap = C
∂V

∂t
=

~
2|e|R

∂2χ

∂t2
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v=V/(RI )c

z=I/Ic
1

-1

Ðèñ. 39: Âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà ñ ìàëîé åìêîñòüþ

ê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ 233. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

~C
2 |e|

∂2χ

∂t2
+

~
2|e|R

∂χ

∂t
+ Ic sinχ = I. (237)

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, èñïîëüçîâàííûì ïðè ïîëó÷åíèè 235 ìû ïîëó÷èì

β
∂2χ

∂τ2
+
∂χ

∂τ
+ sinχ = z, (238)

ãäå β -áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, òàê íàçûâàåìûé ïàðàìåòð Ìàê-Êàìáåðà, îïðåäåëåííûé êàê

β = RCΩ. (239)

Èç òàêîé çàïèñè óðàâíåíèÿ íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðåíåáðåæåíèå åìêîñòíûì òîêîì â ðåçèñòèâíîì
ñîñòîÿíèè ñïðàâåäëèâî ïðè β � 1

9.3 Âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà êðèòè÷åñêèé òîê êîíòàêòà

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà äæîçåôñîíîâñêèé ïåðåõîä íàëîæåíî îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå B
âäîëü îñè y, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.40. Åñëè ìû ïðåíåáðåæåì âîçìóùåíèÿìè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñî-
çäàâàåìûìè òîêàìè ÷åðåç äæîçåôñîíîâñêèé ïåðåõîä, ÷òî âîçìîæíî ïðè ìàëîé åãî ïëîùàäè, òî
ðåçóëüòèðóþùåå ìàãíèòíîå ïîëå By(x) áóäåò îäíîðîäíî â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêàìè
è ñïàäàòü âãëóáü ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó e−x/λ, ñ õàðàêòåðíîé ëîíäîíîâ-
ñêîé äëèíîé λ. Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò êîîðäèíàòû x ïîêàçàíà íà Ðèñ.40. Âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë òàêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü âûáðàí â âèäå

Ax = By(x)z.

Òåïåðü âû÷èñëèì òîê ÷åðåç êîíòàêò, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè 224,226.

jx = jc sin

(
θ1 − θ2 −

2e

~c

∫ 1

2

Axdx

)
, (240)
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Ä

Ä

Ä

Ä

Ä

Ä
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B
By

0 +e-e 0 +e-e

Ðèñ. 40: Äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì

Âûáèðàÿ òî÷êè 1 è 2 ëåæàùèìè â ãëóáèíå ñâåðõïðîâîäíèêîâ, òàì ãäå ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò
è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ∫ 1

2

Axdx = dBz, ãäå d = 2ε+ 2λ,

äëÿ ïëîòíîñòè òîêà ïîëó÷èì

j(z) =
I0
c

L
sinχ(z) ãäå χ(z) =

[
θ1 − θ2 +

2πΦ

Φ0

z

L

]
, (241)

ãäå Ic- êðèòè÷åñêèé òîê ïåðåõîäà â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, L- äëèíà êîíòàêòà, Φ = BdL -
ïîëíûé ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà, Φ0 = π~c/e -êâàíò ïîòîêà. Èç
ôîðìóëû âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü òîêà â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàâèñèò îò êîîðäèíàòû âäîëü
ïåðåõîäà z. Äëÿ ïîëíîãî òîêà, èçìåðÿåìîãî â ýêñïåðèìåíòàõ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

I =
I0
c

L

∫ L

0

j(z)dz = −I0
c

Φ0

2πΦ
cos

[
θ1 − θ2 +

2πΦ

Φ0

z

L

]∣∣∣∣L
0

=

I0
c

Φ0

2πΦ

{
− cos

[
θ1 − θ2 +

2πΦ

Φ0

]
+ cos [θ1 − θ2]

}
.

ïðåîáðàçóÿ ðàçíîñòü êîñèíóñîâ ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ïîëíîãî òîêà â âèäå, àíàëîãè÷-
íîì ôîðìóëå äëÿ äæîçåôñîíîâñêîãî òîêà 224

I = Ic(Φ) sin(χ0), ãäå χ0 = θ1 − θ2 + πΦ/Φ0. (242)

Çäåñü Ic(Φ) - êðèòè÷åñêèé òîê êîíòàêòà, çàâèñÿùèé îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ è îïðåäåëÿåìûé âûðàæå-
íèåì

Ic = I0
c

sinx

x
, ãäå x =

πΦ

Φ0
. (243)

Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîêàçàíà íà Ðèñ.41.

9.4 Ðàñïðåäåëåííûé äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðè èçó÷åíèè âëèÿíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìû ïðåíåáðåãëè âëèÿíèåì ñîá-
ñòâåííîãî òîêà íà ìàãíèòíîå ïîëå. Äëÿ äîñòàòî÷íî äëèííîãî êîíòàêòà òàêîå ïðåíåáðåæåíèå áóäåò
íåçàêîííûì è ìû ñåé÷àñ ïîïðîáóåì èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî íåäîñòàòêà òåîðèè. Â ýòîì ñëó÷àå äàæå
â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ ðàñïðåäåëåíèå òîêà è äæîçåôñîíîâñêîé ðàçíîñòè ôàç âäîëü êîíòàêòà
ìîæåò ñòàòü íåîäíîðîäíûì è íàì íåîáõîäèìî ó÷åñòü ýòó âîçìîæíîñòü. Âñïîìíèì âûðàæåíèå 226
äëÿ äæîçåôñîíîâñêîé ðàçíîñòè ôàç

χ = θ1 − θ2 −
2e

~c

∫ 1

2

Axdx,
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Ðèñ. 41: Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ

è ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà 241, ÷òî â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ýòà âåëè÷èíà ìåíÿåòñÿ
ëèíåéíî

χ(z) =

[
θ1 − θ2 +

2|e|(d+ 2λ)Bz

c~

]
.

Çäåñü ìû íåñêîëüêî èçìåíèëè îáîçíà÷åíèÿ è îáîçíà÷èëè d -øèðèíó çàçîðà ìåæäó ñâåðõïðîâîäíè-
êàìè, êîòîðàÿ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëà îáîçíà÷åíà êàê 2ε. Ýòó ñâÿçü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

∂χ

∂z
=

2|e|(d+ 2λ)B

c~
, (244)

è çàìåòèòü, ÷òî îíà îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è ïðè B = By, çàâèñÿùåì îò z, ëèøü áû õàðàêòåðíûé
ìàñøòàá èçìåíåíèÿ B(z) âäîëü ïåðåõîäà - LB áûë áû âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàãíèòíîé øèðèíîé
d + 2λ, òàê ÷òî èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ áûëè áû ïëàâíûìè â ýòîì ìàñøòàáå è ëîêàëüíî âñå
áû âûãëÿäåëî, êàê â îäíîðîäíîì ïîëå. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå (è ïëîò-
íîñòü ìàãíèòíîãî ïîòîêà íà åäèíèöó äëèíû) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííóþ ïðîèçâîäíóþ îò
äæîçåôñîíîâñêîé ôàçû. Èñïîëüçóÿ äæîçåôñîíîâñêîå ñîîòíîøåíèå 232 è îïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ
V = dEy ìîæíî âûðàçèòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÷åðåç âðåìåííóþ ïðîèçâîäíóþ îò äæîçåôñîíîâñêîé
ôàçû è âìåñòå ñ 244 çàïèñàòü

Ex =
~

2|e|
1

d

∂χ

∂t
; By =

c~
2|e|

1

d+ 2λ

∂χ

∂z
. (245)

Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ïîòîê íà åäèíèöó äëèíû Φ = By(d+2λ) è ïîëó÷èòü äëÿ íåãî ñîîòíîøåíèå,
î÷åíü ïîõîæåå íà äæîçåôñîíîâñêîå è ÿâëÿþùååñÿ åãî "ïðîñòðàíñòâåííûì"àíàëîãîì

Φ =
~c
2|e|

∂χ

∂z
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ äæîçåôñîíîâñêîé ôàçû âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì
Ìàêñâåëëà

rotB =
4π

c
j +

1

c

∂εE

∂t

â êîòîðîå ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ 245 äëÿ ïîëåé â çàçîðå äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà By è Ex, à
òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà j = jn + js ÷åðåç äæîçåôñîíîâñêóþ ðàçíîñòü ôàç

j =
~

2|e|r
∂χ

∂t
+ jc sinχ,
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ãäå r åñòü ñîïðîòèâëåíèå åäèíèöû ïëîùàäè êîíòàêòà.
Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

~
2|e|

[
ε

4πd

∂2χ

∂t2
+

1

r

∂χ

∂t
− c2

4π(d+ 2λ)

∂2χ

∂z2

]
+ jc sinχ = 0, (246)

îïèñûâàþùåìó äèíàìèêó äæîçåôñîíîâñêîé ôàçû â äëèííîì äæîçåôñîíîâñêîì ïåðåõîäå. Ýòî óðàâ-
íåíèå â îòñóòñòâèå ÷ëåíà 1

r
∂χ
∂t íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ñèíóñ Ãîðäîíà, à ïðè ó÷åòå χ̇- âîçìóùåííûì

óðàâíåíèåì Ñèíóñ Ãîðäîíà. Ýòî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïèñûâàåò íåëèíåéíûå âîëíû â
äæîçåôñîíîâñêîì êîíòàêòå. Îíî äîëæíî áûòü äîïîëíåíî ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, âûðàæàþùèìè
ðàâåíñòâî âíóòðåííåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B íà êðàÿõ ïåðåõîäà z = 0, L âíåøíåìó ïîëþ Be. Èñïîëü-
çóÿ ñâÿçü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ôàçîé 245 ïîëó÷àåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå â âèäå

Be|0, L =
c~
2|e|

1

d+ 2λ

∂χ

∂z

∣∣∣∣
0, L

(247)

Óðàâíåíèå 246 äëÿ ôàçû χ ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, ÷òî èç-
ìåíåíèå òîêà (íà åäèíèöó øèðèíû êîíòàêòà), òåêóùåãî âäîëü ïåðåõîäà ïî îäíîìó èç áåðåãîâ ∂I

∂x
ðàâíî ïëîòíîñòè òîêà, ñòåêàþùåãî ïîïåðåê ïåðåõîäà j, èëè

∂I

∂x
= j.

Âûðàæåíèå äëÿ òîêà ïîïåðåê ïåðåõîäà ñ ó÷åòîì òîêà ñìåùåíèÿ èëè åìêîñòíîãî òîêà åñòü

j =
~

2|e|

[
ε

4πd

∂2χ

∂t2
+

1

r

∂χ

∂t

]
+ jc sinχ,

à âûðàæåíèå äëÿ òîêà âäîëü ïåðåõîäà I ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ B = 4πI/c è ñâÿçè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ôàçîé

I =
c

4π

c~
2|e|

1

d+ 2λ

∂χ

∂z
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê óðàâíåíèþ 246.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîñòûå ôèçè÷åñêèå

ñèòóàöèè.

9.4.1 Ýêðàíèðîâàíèå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîíòàêòå. Äæîçåôñîíîâñêàÿ äëèíà

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 246, òàêèå, ÷òî ∂tχ. Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñòàòè÷åñêî-
ìó óðàâíåíèþ, âïåðâûå ïîëó÷åííîìó Ôåððåëîì è Ïðåéíäæåì â 1964 ãîäó. Ýòî óðàâíåíèå, ïîëó-
÷àþùååñÿ èç 246 äåëåíèåì íà jc è ïðåíåáðåæåíèåì âðåìåííûìè ïåðåìåííûìè, ìû ïðåäñòàâèì â
âèäå

−λ2
J

∂2χ

∂z2
+ sinχ = 0, (248)

ãäå λJ , - òàê íàçûâàåìàÿ äæîçåôñîíîâñêàÿ äëèíà, ðàâíàÿ

λJ =

[
~c2

8π|e|jc(d+ 2λ)

]1/2

. (249)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå Be = H, âåëè÷èíà êîòîðîãî äîñòàòî÷íî
ìàëà, òàê, ÷òî sinχ ≈ χ è êîíòàêò çàíèìàåò îáëàñòü 0, L. Ìû ïðèäåì ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ äëÿ
ôàçû

−λ2
J

∂2χ

∂z2
+ χ = 0, (250)
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è, ïîñêîëüêó, B ∼ ∂zχ, ê òî÷íî òàêîìó æå óðàâíåíèþ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðåøåíèå êîòîðîãî,
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì 247 B|0,L = H åñòü

B = H
cosh z−L/2

λJ

cosh L
2λJ

.

Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ýêðàíèðîâàíèå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ìàñøòàáîì λJ è åãî ãðàôèê
ïðèâåäåí íà Ðèñ.42 Ïðè óñëîâèè, ÷òî λJ � L, à òàêæå |z| � L è |z−L| � L ýòî ðåøåíèå ïåðåõîäèò
â

B =

{
He−z/λJ

He(z−L)/λJ
(251)

îïèñûâàþùåå ýêðàíèðîâàíèå âáëèçè êîíöîâ äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà. Âèäíî, ÷òî ýêðàíèðîâàíèå
â äæîçåôñîíîâñêîì êîíòàêòå ïðîèñõîäèò ñ õàðàêòåðíîé äëèíîé λJ , êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò
äëèíó ýêðàíèðîâàíèÿ â ñïëîøíîì ñâåðõïðîâîäíèêå λ. Íà Ðèñ.42 èçîáðàæåíî ýêðàíèðîâàíèå ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ (ïîêàçàíû ëèíèè òîêà) â ñâåðõïðîâîäÿùåì îáðàçöå, "ðàçðåçàííûì"äæîçåôñîíîâñêèì
êîíòàêòîì. Òîê, òåêóùèé â îáúåìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå â ñëîå λ, â îêðåñòíîñòè êîíòàêòà ïðîíèêà-
åò íà ãëóáèíó λJ . Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó, ñåé÷àñ ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî îïèñàíèå äæîçåôñîíîâñêîãî
êîíòàêòà, êàê ñîñðåäîòî÷åííîãî, âîçìîæíî ïðè L � λJ , ïðè ýòîì ýêðàíèðîâêè âíåøíåãî ïîëÿ íå
ïðîèñõîäèò.

Òàêèì îáðàçîì, äëèííûé äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò ÿâëÿåòñÿ êàê áû äâóìåðíûì ñâåðõïðîâîäíè-
êîì, ìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â êîòîðûé òîëüêî âäîëü åãî ïëîñêîñòè. Êàê ìû óâèäèì, ýòà àíàëîãèÿ
ïðîñòèðàåòñÿ åùå äàëüøå è â äæîçåôñîíîâñêèé ïåðåõîä ìîãóò ïðîíèêàòü âèõðè, âî ìíîãîì àíàëî-
ãè÷íûå âèõðÿì Àáðèêîñîâà â îáúåìíîì ñâåðõïðîâîäíèêå. Èäåÿ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ âèõðåé áûëà
âûñêàçàíà Äæîçåôñîíîì.

9.4.2 Äæîçåôñîíîâñêèå âèõðè

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ñ÷èòàëè ïîëå ñëàáûì è ëèíåàðèçîâûâàëè óðàâíåíèå 248. Â ñëó÷àå
ñèëüíîãî ïîëÿ ýòîãî äåëàòü íåëüçÿ è ìû äîëæíû ñóìåòü ïîëó÷èòü òî÷íûå íåëèíåéíûå ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ òàêîãî òèïà èíòåãðèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå
248 íà χz çàïèøåì åãî â âèäå

∂

∂z

[(
λJ
∂χ

∂z

)2

+ 2 cosχ

]
= 0,

îòêóäà íàõîäèì ïåðâûé èíòåãðàë (
λJ
∂χ

∂z

)2

+ 2 cosχ = C,

ãäå C ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé äîëæíî áûòü âûáðàíî èñõîäÿ èç ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Ýòî óðàâíåíèå c ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, îíî ëåãêî ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ êàê

z − z0

λJ
=

∫ χ

π

dθ√
C − 2 cos θ

(252)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë è ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âûðà-
æàåòñÿ 248 ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ìû, îäíàêî, íå áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå, à íàéäåì
ëèøü åãî ñîëèòîííîå èëè óåäèíåííîå ðåøåíèå, ìàãíèòíîå ïîëå è òîê â êîòîðîì ëîêàëèçîâàíû, èëè,
âûðàæàÿñü áîëåå ñòðîãî, ñïàäàþò ïðè z → ±∞. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèé òàêîãî òèïà
íåîáõîäèìî âûáðàòü C = 2. Èíòåãðàë â 252 òîãäà âû÷èñëÿåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ïóòåì
ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé

z − z0

λJ
=

∫ χ

π

dθ√
2− 2 cos θ

=

∫ χ

π

dθ

2 sin θ/2
=

∫ χ

π

d tgθ/4

tgθ/4
= ln tgχ/4, (253)
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Ðèñ. 42: Ýêðàíèðîâàíèå ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â äæîçåôñîíîâñêîì êîíòàêòå

îòêóäà íàõîäèì â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå îäèíî÷íûé äæîçåôñîíîâñêèé âèõðü

χ = 4arctg e(z−z0)/λJ . (254)
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Ðàñïðåäåëåíèå ôàçû, ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêà â êîòîðîì èçîáðàæåíî íà Ðèñ.43 Ïîñêîëüêó âèõðü

B

j

z

z

z

2p

p

Ðèñ. 43: Ðàñïðåäåëåíèå ôàçû, ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêà â äæîçåôñîíîâñêîì âèõðå

ñîîòâåòñòâóåò ïåðåâîðîòó äæîçåôñîíîâñêîé ôàçû íà 2π íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îí íåñåò îäèí êâàíò
ìàãíèòíîãî ïîòîêà, êàê è îáû÷íûé âèõðü Àáðèêîñîâà. Äåéñòâèòåëüíî

Φ = (d+ 2λ)

∫ ∞
−∞

B d z =
Φ0

2π(d+ 2λ)
(d+ 2λ))

∫ ∞
−∞

∂χ

∂z
d z = Φ0.

Èòàê, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò âî ìíîãîì àíàëîãè÷åí ñâåðõïðîâîäíè-
êó âòîðîãî ðîäà, ò.å. äîñòàòî÷íî áîëüøîå ìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â íåãî â âèäå âèõðåé. Íà Ðèñ.44
ñ ïîìîùüþ ëèíèé òîêà ïîêàçàíî êàê ïðîíèêàåò â ïåðåõîä äîñòàòî÷íî ñèëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Ïðè
óâåëè÷åíèè ïîëÿ êîíöåíòðàöèÿ âèõðåé óâåëè÷èâàåòñÿ, íî èç-çà òîãî, ÷òî ó äæîçåôñîíîâñêèõ âèõðåé
íåò íîðìàëüíîé ñåðäöåâèíû, ïåðåõîäà â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå, â îòëè÷èå îò âèõðåâîãî àáðèêîñîâ-
ñêîãî ñîñòîÿíèÿ íå ïðîèñõîäèò íè ïðè êàêîì ìàãíèòíîì ïîëå. Åñòåñòâåííî, ýòî ìàãíèòíîå ïîëå íå
äîëæíî ðàçðóøàòü ñâåðõïðîâîäèìîñòü â áåðåãàõ êîíòàêòà.

76



z

l
J

B

z

Ðèñ. 44: Ïðîíèêíîâåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â äæîçåôñîíîâñêèé ïåðåõîä

9.4.3 Âîëíû â äëèííîì äæîçåôñîíîâñêîì êîíòàêòå

Óðàâíåíèå 246 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå
âîçìóùåíèé ôàçû âäîëü êîíòàêòà. Ïðåæäå ÷åì íà÷èíàòü ðàññìîòðåíèå ñâîéñòâ ýòèõ âîëí, ïðèâå-
äåì ýòî óðàâíåíèå ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Ïîäåëèâ âñ¼ óðàâíåíèå íà jc ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âñå
÷ëåíû ñòàëè áåçðàçìåðíûìè, è ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè ∂2/∂t2 ïðèîáðåòàåò ðàçìåðíîñòü
êâàäðàòà âðåìåíè, èëè êâàäðàòà îáðàòíîé ÷àñòîòû, îáîçíà÷àåìîé ωJ , è íàçûâàåìîé äæîçåôñîíîâ-
ñêîé ïëàçìåííîé ÷àñòîòîé. Êîýôôèöèåíò ïðè ∂2/∂x2 ïðèîáðåòàåò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà äëèíû,
óæå èçâåñòíîé íàì λJ . Ïðîèçâåäåíèå ωJλJ èìååò ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè è íîñèò íàçâàíèå ñêîðîñòè
Ñâèõàðòà vs. Äæîçåôñîíîâñêàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà, äæîçåôñîíîâñêàÿ ãëóáèíà è ñêîðîñòè Ñâèõàðòà
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû êîíòàêòà ñëåäóþùèì îáðàçîì

ωJ =

√
8πedjc
~ε

, λJ =

[
~c2

8π|e|jc(d+ 2λ)

]1/2

, vs =
c√
ε

√
d

d+ 2λ
. (255)

Âûáðàâ â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ âðåìåíè è êîîðäèíàòû ω−1
J è λJ ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâåäåì óðàâíåíèå

246 ê áåçðàçìåðíîìó âèäó
∂2χ

∂t2
+ γ

∂χ

∂t
− ∂2χ

∂z2
+ sinχ = 0. (256)
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Çäåñü γ - áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ

γ = ωJ
~

2|e|r
=

√
4πd

εr

√
~

2|e|rjc
.

Äëÿ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû ìû ìîæåì ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèå 246 ïðèáëèæåííî ïîëîæèâ
sinχ ≈ χ è ïðèéòè ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Êëåéíà - Ãîðäîíà

∂2χ

∂t2
+ γ

∂χ

∂t
− ∂2χ

∂z2
+ χ = 0. (257)

Îòûñêèâàÿ åãî ðåøåíèå â ôîðìå χ ∼
∑
ω,k χω,ke

−iωt+ikz è òðåáóÿ íåòðèâèàëüíîñòü ðåøåíèÿ äëÿ
χω,k ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ èëè ñâèõàðòîâñêèõ âîëí â äæîçåô-
ñîíîâñêîì êîíòàêòå

ω(ω + iγ) = k2 + 1. (258)

Ãðàôèê ðåàëüíîé ÷àñòè ÷àñòîòû êîòîðîãî ïðè γ < 1/2 ïðèâåäåí íà Ðèñ.45. Ñïåêòð ýòèõ ñâèõàð-

k

Re w

Ðèñ. 45: Äèñïåðñèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â äæîçåôñîíîâñêîì êîíòàêòå

òîâñêèõ âîëí î÷åíü ïîõîæå íà ñïåêòð ïëàçìåííûõ âîëí. Èç-çà ýòîé àíàëîãèè ñâèõàðòîâêèå âîëíû
íàçûâàþò ïëàçìåííûìè äæîçåôñîíîâñêèìè âîëíàìè, à ÷àñòîòó ωJ - ïëàçìåííîé ÷àñòîòîé äæîçåô-
ñîíîâñêîãî ïåðåõîäà. Âîëíû ñ ÷àñòîòîé ìåíüøå ïëàçìåííîé íå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â êîíòàêòå,
èì ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî k =

√
ω(ω + iγ)− 1. Ýòó ýêðàíèðîâêó äëÿ ω = 0

ìû óæå îáñóæäàëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Î÷åíü âûñîêî÷àñòîòíûå âîëíû ïðàêòè÷åñêè íå èìåþò
äèñïåðñèè è ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ Ñâèõàðòà.

9.5 Êâàíòîâàÿ èíòåðôåðåíöèÿ è êâàíòîâûå èíòåðôåðîìåòðû

Â ðàçäåëå 9.3 ìû ïîêàçàëè, ÷òî êðèòè÷åñêèé òîê äæîçåôñîíîâñêîãî ïåðåõîäà î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò
îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòî ñâîéñòâî äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ òàê íà-
çûâàåìûõ êâàíòîâûõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ èíòåðôåðîìåòðîâ, ïî àíãëèéñêè - SQUID (Superconducting
Quantum Interference Device), ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èçìåðåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìû ðàññìîòðèì
äâå âîçìîæíûå êîíñòðóêöèè ñâåðõïðîâîäÿùèõ èíòåðôåðîìåòðîâ, ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàê-
òèêå.
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9.5.1 Îäíîêîíòàêòíûé SQUID

Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî òîëñòîå d� λ ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî c îäíèì äæîçåôñîíîâñêèì êîíòàê-
òîì ìàëîãî ðàçìåðà d � λJ , ïîìåùåííîå â ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàþùåå ïîòîê ÷åðåç êîëüöî, êàê
èçîáðàæåíî íà Ðèñ.46. Áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî ïëîùàäü êîíòàêòà äîñòàòî÷íî ìàëà è òîê ÷åðåç äæîçåô-

I

q1

q2

c=q -q1 2

C

L

M

B

Ðèñ. 46: Îäíîêîíòàêòíûé ÑÊÂÈÄ èëè ÑÊÂÈÄ ïåðåìåííîãî òîêà

ñîíîâñêèé êîíòàêò I îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 233

~
2|e|R

∂χ

∂t
+ Ic sinχ = I. (259)

Âíå îáëàñòè êîíòàêòà, òîê òå÷åò â òîíêîì ñëîå âáëèçè ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîëüöà, òàê
÷òî âíóòðè ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü òîêà ðàâíîé íóëþ j = 0. Âñïîìíèâ âûðàæåíèå äëÿ òîêà â
òåîðèè Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó j = |ψ|2vs è çàìåòèâ, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà â êîëüöå îòëè÷åí îò íóëÿ,
ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

~∇θ =
2e

c
A, (260)

ñïðàâåäëèâîìó â ëþáîé òî÷êå ñâåðõïðîâîäíèêà, ãäå vs = 0. Âûáåðåì êîíòóð âíóòðè ñâåðõïðîâîä-
íèêà, èäóùèé ñ îäíîãî áåðåãà äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà èç òî÷êè 1 äî äðóãîãî, äî òî÷êè 2, êàê
ïîêàçàíî ïóíêòèðîì íà Ðèñ.46 è ïðîèíòåãðèðîâàâ ñîîòíîøåíèå 260 ïî ýòîìó êîíòóðó, ïðèäåì ê
ñîîòíîøåíèþ ∫ 2

1

∇θdl = θ2 − θ1 =
2e

~c

∫ 2

1

Adl ≈ 2e

~c

∮
Adl = −2πΦ/Φ0, (261)

ñâÿçûâàþùåå ðàçíîñòü ôàç χ = θ1 − θ2 ñ ìàãíèòíûì ïîòîêîì ÷åðåç êîëüöî. Ïðè ïîëó÷åíèè ýòîé
ôîðìóëû ìû çàìêíóëè êîíòóð ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, îïóñòèâ ìàëûé
âêëàä îò îêðåñòíîñòè äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà. Èçìåíåíèå çíàêà â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñâÿçàíî
ñ îïðåäåëåíèåì êâàíòà ïîòîêà êàê ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû Φ0 = π~c/|e|. Èòàê ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
äæîçåôñîíîâñêàÿ ðàçíîñòü ôàç ñâÿçàíà ñ ïîòîêîì ÷åðåç ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî

χ = 2πΦ/Φ0. (262)

Ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîòîêîì âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ Φe è ìàãíèòíûì ïîëåì,
ñîçäàííûì òîêîì, òåêóùèì ïî êîëüöó. Ó÷èòûâàÿ ýòî, äëÿ ïîòîêà çàïèøåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

Φ = Φe −
1

c2
LI, (263)
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èëè, ââîäÿ ïåðåìåííóþ χe = 2πΦe/Φ0, àíàëîãè÷íî 262 ïåðåïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå â âèäå

χ = χe −
2π

c2Φ0
LI, (264)

Ïîäñòàâèì òîê, íàéäåííûé èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå 259, è òîãäà ïîëó÷èì çàìêíóòîå
óðàâíåíèå äëÿ äèíàìèêè ôàçû ϕ èëè ïðîïîðöèîíàëüíîãî åé ìàãíèòíîãî ïîòîêà â ñâåðõïðîâîäÿùåì
êîëüöå

~
2|e|R

∂χ

∂t
+ Ic sinχ+

c2Φ0

2πL
(χ− χe) = 0. (265)

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òîìó, ÷òî â êîëüöå òå÷åò
òîê, íå ïðåâûøàþùèé êðèòè÷åñêèé òîê äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà. Ïîëàãàÿ ∂t = 0 ïðèäåì ê
óðàâíåíèþ ñâÿçûâàþùåìó χ è χe

χ = χe − β sinχ, (266)

ãäå ïàðàìåòð

β =
2πLIc
c2Φ0

,

åñòü áåçðàçìåðíàÿ èíäóêòèâíîñòü. Ýòó çàâèñèìîñòü ëåãêî íàðèñîâàòü. Íà Ðèñ.47 ïîêàçàíà çàâèñè-
ìîñòü ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî ñ äæîçåôñîíîâñêèì êîíòàêòîì îò âíåøíåãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîé èíäóêòèâíîñòè β. Ïðè β < 1 çàâèñèìîñòü
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Ðèñ. 47: Çàâèñèìîñòü ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî ñ äæîçåôñî-
íîâñêèì êîíòàêòîì îò âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîé èíäóê-
òèâíîñòè β; à)-β < 1, b)-β > 1.

χ(χe) îäíîçíà÷íà, ïðè β > 1 êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ íåîäíîçíà÷íîé. Òåïåðü, çíàÿ ýòó êðèâóþ, ìîæíî
ïîñòðîèòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ 265. Îíî îäíîìåðíî, ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå ïåðâîãî
ïîðÿäêà è ìîæåò áûòü èçîáðàæåíî â âèäå ôàçîâîé ïðÿìîé, ïðèìåðû êîòîðûõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ χe è β ïîêàçàíû íà Ðèñ.47. Èñïîëüçóÿ íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå 265 ìîæíî ëåãêî
íàéòè çíàêè ïðîèçâîäíûõ χ̇ è ðàññòàâèòü ñòðåëêè, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íà ôàçî-
âîé ïðÿìîé. Ëåãêî âèäåòü èç ðèñóíêà, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîìåæóòî÷íûì
âåòâÿì íåîäíîçíà÷íîé êðèâîé χ(χe) ïðè β > 1, íà Ðèñ.47 îíè ïîêàçàíû êðåñòèêîì, íåóñòîé÷èâû, è
ïðè ïëàâíîì ïîâûøåíèè âíåøíåãî ïîòîêà, âíóòðåííèé ïîòîê áóäåò ñîâåðøàòü ñêà÷êè, êàê ïîêàçàíî
íà Ðèñ.47.

Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîëüöà ñ äæîçåôñîíîâñêèì êîíòàêòîì îïðåäåëÿåò-
ñÿ îòíîøåíèåì âíåøíåãî ïîòîêà ê êâàíòó ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Èç-çà òîãî, ÷òî êâàíò ïîòîêà î÷åíü
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ìàë Φ0 = 2 × 10−7CGS, à ïëîùàäü êîëüöà ìîæåò áûòü ñäåëàíà áîëüøîé, òàêîé îäíîêîíòàêòíûé
ÑÊÂÈÄ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èçìåðåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñîñòîÿíèå
ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîëüöà îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âêëþ÷åíèÿ ýòîãî êîëüöà â ýëåêòðîäèíà-
ìè÷åñêèé ðåçîíàòîð, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.46, è èçìåðåíèÿ åãî ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.

9.5.2 Äâóõêîíòàêòíûé SQUID

Íåäîñòàòêîì êîíñòðóêöèè ÑÊÂÈÄà, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìîñòü ïðîâåäåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ èçìåðåíèé äëÿ ðåãèñòðàöèè èçìåíåíèé ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåãî êîëüöà ïðè èçìåíåíèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ðåãèñòðàöèÿ íà íóëåâîé ÷àñòîòå íåâîçìîæíà
èç-çà òîãî, ÷òî ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî øóíòèðóåò äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò ïî ïîñòîÿííîìó òîêó.
Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøåí, òàê íàçûâàåìûé, äâóõêîíòàêòíûé ÑÊÂÈÄ èëè ÑÊÂÈÄ ïîñòîÿííîãî òîêà.
Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëüöî ñ äâóìÿ äæîçåôñîíîâñêèìè êîíòàêòàìè, ê êîòîðî-
ìó ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííûé òîê, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ.48. Çàïèøåì ñóììàðíûé òîê I, êîòîðûé åñòü

II
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c =q -q1 1 2
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I
1
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B

Ðèñ. 48: Äâóõêîíòàêòíûé ÑÊÂÈÄ

ñóììà òîêîâ, òåêóùèì ïî äâóì ñòîðîíàì êîëüöà, íàçûâàåìûìè ïëå÷àìè ñâåðõïðîâîäÿùåãî èíòåð-
ôåðîìåòðà. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç òîêîâ ïðîòåêàåò ÷åðåç äæîçåôñîíîâñêèå êîíòàêòû, òî ñóììàðíûé
òîê ðàâåí

I =
~

2|e|R1

∂χ1

∂t
+ Ic1 sinχ1 +

~
2|e|R2

∂χ2

∂t
+ Ic2 sinχ2. (267)

Òåïåðü, êàê è â ñëó÷àå îäíîêîíòàêòíîãî ñêâèäà, ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó äæîçåôñîíîâñêèìè ôàçàìè
è ïîòîêîì, ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñâåðõñêîðîñòè vs (ñì. óðàâíåíèå 260) ïî êîíòóðó∫ 3

1
+
∫ 2

4
, èäóùåìó â ãëóáèíå ñâåðõïðîâîäÿùåãî êîëüöà, òàì, ãäå ñâåðõòîê îòñóòñòâóåò. Ìû ïîëó÷èì

ñîîòíîøåíèå
χ2 = χ1 − 2πΦ/Φ0, (268)

àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ 262. Ìàãíèòíûé ïîòîê, êàê è â îäíîêîíòàêòíîì ÑÊÂÈÄå, îïðåäåëÿåòñÿ
âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîòîêîì, òàê è òîêàìè, òåêóùèìè ïî ïëå÷àì ÑÊÂÈÄà. Ìû íå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü îáùèé ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ èíäóêòèâíîñòåé, à ñäåëàåì óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ñîáñòâåííàÿ èíäóêòèâíîñòü êîëüöà ìàëà è ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç êîëüöî ïðîñòî ðàâåí âíåøíåìó
ìàãíèòíîìó ïîòîêó Φ = Phie. Ââåäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ χ ñîîòíîøåíèÿìè

χ1 = χ− πΦ/Φ0, χ2 = χ+ πΦ/Φ0,

òàê, ÷òîáû ñâÿçü 268 óäîâëåòâîðÿëàñü àâòîìàòè÷åñêè, è ïðåäïîëîæèâ äëÿ ïðîñòîòû èäåíòè÷íîñòü
êîíòàêòîâ Ic1 = Ic2 = I0

c , R1 = R2 = R èç óðàâíåíèÿ 267 äëÿ ôàçû χ ïîëó÷èì

I = 2
~

2|e|R
∂χ

∂t
+ 2I0

c sinχ cos
πΦ

Φ0
, (269)
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êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ îäèíî÷íîãî äæîçåôñîíîâñêîãî êîíòàêòà ñ íîðìàëüíûì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì R/2 è êðèòè÷åñêèì òîêîì

Ic = 2I0
c

∣∣∣∣cos
πΦ

Φ0

∣∣∣∣ ,
ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùèì îò ïîòîêà, ïðîíèçûâàþùåãî êîíòóð ÑÊÂÈÄà. Ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè,
àíàëîãè÷íûé êàðòèíå èíòåðôåðåíöèè âîëí îò äâóõ èñòî÷íèêîâ, ïîêàçàí íà Ðèñ.49 Èçìåðÿÿ âîëüò-

F /F
e 0

½

3/2

-½ 3/2-3/2

I
c

Ðèñ. 49: Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà äâóõêîíòàêòíîãî ÑÊÂÈÄà îò ïîòîêà âíåøíåãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ

àìïåðíóþ êðèâóþ òàêîãî äâóõêîíòàêòíîãî ÑÊÂÈÄà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèé òîê, à ïî
êðèòè÷åñêîìó òîêó ìîæíî îïðåäåëèòü ìàãíèòíîå ïîëå â êîëüöå.
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