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Предисловие 
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Введение 
 

Одна из первых некоммутативных многокомпонентных алгебр – 
алгебра четырехкомпонентных кватернионов была открыта в 1843 г. 
В.Гамильтоном [1,2]. По существу, кватернионы представляют собой 
обобщение комплексных чисел на пространство размерности 4. Вслед 
за кватернионами Д.Грейвс (1843 г.) и независимо А.Кэли (1845 г.) 
открыли восьмикомпонентные величины - октонионы [3]. Алгоритм 
построения октонионов на основе кватернионов носит название 
процедуры удвоения Кэли-Диксона и позволяет провести обобщение 
кватернионов на любые пространства размерности 2n и, в частности, 
построить шестнадцатикомпонентные гиперкомплексные числа 
седенионы [4]. История открытия гиперкомплексных чисел частично 
рассмотрена в работах [3,5]. Систематическое изложение теории 
кватернионов и гиперкомплексных алгебр более высокой размерности 
можно найти в книгах на русском и английском языках [6-11]. 
Обширная библиография по применению кватернионов в физике 
содержится в обзорах [12,13]. 

Существенным недостатком алгебр гиперкомплексных чисел 
размерности выше 4 является их неассоциативность. Это значительно 
затрудняет их применение для описания физических систем, 
поскольку во всех уравнениях приходится фиксировать определенную 
последовательность действия всех операторов. Однако 
гиперкомплексные числа Кэли-Диксона не являются единственной 
выделенной алгебраической системой, на основе которой можно 
построить описание физических систем. Существуют и другие 
альтернативные подходы, основанные на применении ассоциативных 
алгебр многокомпонентных векторов и алгебр Клиффорда [14,15].  

В настоящей книге приводится систематизированное изложение 
предложенной авторами ассоциативной алгебры 
шестнадцатикомпонентных пространственно-временных величин 
“седеонов” и ее применений для описания квантовых частиц и полей 
[16-19]. 
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Глава 1. Алгебра седеонов 
 

С математической точки зрения, одной из центральных проблем, 
рассматриваемых в данной книге, является проблема представления 
квадратичных форм  

2

1

N

k
k

A

          (1.1.) 

в виде произведения двух сомножителей. В общем случае 
квадратичная форма (1.1.) может быть выражена следующим образом: 

 
   

2 2 2 2
1 2

1 1 1 1

.... ...

... ... ... ... .
k N

k k N N k k N N

A A A A

A A A A A A     

   

        
  (1.2) 

Такое представление возможно при двух различных вариантах выбора 
систем коэффициентов k . Первый случай отвечает некоммутативным 

k , обладающим следующими свойствами: 

1,
(при ).

k k

m n n m m n
 
   



  
     (1.3) 

Второй случай соответствует ортогональным k , для которых 
1,
0 (при ).

k k

m n m n
 
 



 
      (1.4) 

В настоящей книге оба этих подхода применяются для описания 
пространственно-временных и зарядовых свойств физических систем. 
Основным инструментом описания выбрана алгебра пространственно-
временных седеонов.  

Ключевой особенностью алгебры седеонов и основным ее отличием 
от широко распространенной векторной алгебры Гиббса - Хевисайда 
является понятие клиффордовского произведения векторов. 
Рассмотрим два произвольных вектора A


 и B


, записанных в базисе 

единичных векторов 1


i , 2


i , 3


i :  

1 2 3

1 2 3

,

.

A A A A

B B B B

  

  
1 2 3

1 2 3

   

  
i i i

i i i
      (1.5) 

Тогда произведением Клиффорда векторов A


 и B


 называется прямое 
произведение следующего вида: 
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   1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 2 3 3 1

1 3 2 1 3 2 .

AB A A A B B B

A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

    

  

  

  

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 2 3 3 1

1 3 2 1 3 2

      

     

     

     

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

   (1.6) 

В зависимости от правил умножения и коммутации базисных 
элементов произведение Клиффорда может иметь различный 
результат. В частности, если мы примем правила умножения 
единичных векторов, соответствующие векторной алгебре Гиббса -
 Хевисайда  

1  1 1 2 2 3 3

     
i i i i i i ,         

  1 2 2 1 3

    
i i i i i ,          

  2 3 3 2 1

    
i i i i i ,            (1.7) 

  3 1 3 1 2

    
i i i i i ,          

тогда клиффордовское произведение двух векторов равно 

1 1 2 2 3 3

2 3 3 1 1 2

3 2 1 3 2 1 ,

AB A B A B A B

A B A B A B

A B A B A B

  

  

  
1 2 3

1 2 3

 

  

  
i i i

i i i

     (1.8) 

т.е. представляет собой сумму скалярного и векторного произведений. 
Такой подход позволяет проводить одновременные вычисления со 
скалярными и векторными величинами и является особенно 
плодотворным в приложении к релятивистской физике. Однако 
правила умножения, принятые в векторной алгебре, обладают одним 
существенным недостатком. Рассмотрим, например, клиффордовский 
квадрат единичного вектора 3


i . Следуя правилам векторной алгебры 

(1.7), клиффордовский квадрат этого вектора можно представить 
следующим образом: 

2 1     3 3 3 1 2 1 2 2 1 1 2

          
i i i i i i i i i i i ,     (1.9) 

что находится в противоречии с исходными правилами (1.7). Для 
преодоления этого противоречия требуется построение 
альтернативной алгебры, основанной на других правилах умножения. 
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1.1. Пространственно-временные седеоны 
 

Алгебра седеонов [16] включает в себя четыре группы величин, 
отличающихся своими свойствами по отношению к операциям 
пространственно-временной инверсии. 
 Абсолютные скаляры ( )V  и абсолютные векторы ( )V


 не 

изменяются при пространственной и временной инверсии. 
 Временные скаляры ( )Vt  и временные векторы ( )Vt


 изменяются 

(меняют знак) при временной инверсии, но не изменяются при 
пространственной инверсии. 

 Пространственные скаляры ( )Vr  и пространственные векторы ( )Vr


 

изменяются при пространственной инверсии, но не изменяются 
при временной инверсии. 

 Пространственно-временные скаляры ( )Vtr  и пространственно-
временные векторы ( )Vtr


 изменяются и при временной и при 

пространственной инверсии. 
Индексами t  и r  мы обозначаем преобразования инверсии ( t  для 
временной инверсии и r  для пространственной инверсии), которые 
изменяют соответствующие величины. Все введенные величины могут 
быть интегрированы в один пространственно-временной объект, 
который мы назовем “седеон” и будем обозначать заглавной буквой с 
волной, выделенной жирным шрифтом - V . Пространственно-
временной седеон V  определяется следующим выражением: 

V V V V V V V V       t t r r tr trV
   

 .    (1.10) 

Введем скалярно-векторный базис 0a , 1a
 , 2a

 , 3a
 , где элемент 0a  

представляет собой абсолютную скалярную единицу ( 10a ), а 
элементы 1a

 , 2a
 , 3a

  являются абсолютными векторами, образующими 
правую декартовую тройку. В дальнейшем мы будем обозначать 
единичные абсолютные векторы без стрелки как 1a , 2a , 3a . Также мы 
введем четыре пространственно-временные единицы 0e , 1e , 2e , 3e , где 

0e  представляет собой абсолютную скалярную единицу ( 10e );  

1e  является временной скалярной единицей ( 1 te e );  

2e  является пространственной скалярной единицей ( 2 re e );  
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3e  является пространственно-временной скалярной единицей ( 3 tre e ). 
Используя пространственно-временной базис e  и скалярно-
векторный базис a  (греческие индексы , 0, 1, 2, 3   ), можно ввести 
унифицированные седеонные компоненты V  в соответствии со 
следующими соотношениями: 

  00V V 0 0e a ,            
   01 02 03V V V V  0 1 2 3e a a a


,        
  10V Vt 1 0e a ,            

 11 12 13V V V V  t 1 1 2 3e a a a


,     (1.11) 
  20V Vr 2 0e a ,            
   21 22 23V V V V  r 2 1 2 3e a a a


,        
  30V Vtr 3 0e a ,            
   31 32 33V V V V  tr 3 1 2 3e a a a


.        

Тогда седеон (1.10) может быть представлен в следующей форме: 

 00 01 02 03V V V V   0 0 1 2 3V e a a a a        
    10 11 12 13V V V V   1 0 1 2 3e a a a a      (1.12) 

      20 21 22 23V V V V   2 0 1 2 3e a a a a        
      30 31 32 33V V V V   3 0 1 2 3e a a a a .       

Седеонные компоненты V  являются числами (в общем случае 
комплексными). В дальнейшем для упрощения записей мы будем 
опускать символы 0a  и 0e .  

Важным свойством седеонов является то, что если два седеона 
равны между собой, то равны все их шестнадцать пространственно-
временных скалярно-векторных компонент. Это позволяет записывать 
многие соотношения современной релятивистской физики в 
компактной форме. 

Рассмотрим правила умножения базисных элементов na  и me  
(латинские индексы n, m = 1, 2, 3). Потребуем, чтобы квадрат длины 
любого вектора был положительно определенной величиной. Тогда 
вектора na  должны удовлетворять следующим правилам:  
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2 1 n n na a a ,           (1.13) 
 n m m na a a a (для n m ).        (1.14) 

Кроме того, для существования клиффордовского произведения 
векторов необходимо потребовать, чтобы имело место следующее 
правило умножения базисных элементов na  (внешнее произведение): 

i1 2 3a a a ,  i2 3 1a a a ,  i3 1 2a a a .      (1.15) 

Аналогичные правила введем и для элементов пространственно-
временного базиса me : 

2 1 n n ne e e ,          (1.16) 
 n m m ne e e e (для n m ),       (1.17) 

i1 2 3e e e ,  i2 3 1e e e ,  i3 1 2e e e .       (1.18) 

Здесь и далее величина i  является мнимой единицей 2( 1)i   . 
Правила умножения и коммутации для абсолютных единичных 
векторов na  и для пространственно-временных единиц me  могут быть 
представлены для наглядности в виде таблиц (см. Таблица 1 и 2). 
 

Таблица 1. Правила умножения абсолютных единичных векторов. 
 
 
 
 
 
 
 

Таблица 2. Правила умножения пространственно-временных единиц. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 1e  2e  3e  

1e  1 i 3e  i 2e  

2e  i 3e  1 i 1e  

3e  i 2e  i 1e  1 
 

 1a  2a  3a  

1a  1 i 3a  i 2a  

2a  i 3a  1 i 1a  

3a  i 2a  i 1a  1 
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Заметим, что хотя седеонные пространственно-временные единицы 
1e , 2e , 3e  и единичные векторы 1a , 2a , 3a  образуют 

антикоммутативные алгебры: 
 n m m ne e e e ,          
 n m m na a a a ,          

единицы 1e , 2e , 3e  коммутируют с векторами 1a , 2a , 3a : 
n m m na e e a         (1.19) 

для любых n  и m . 
Таким образом, седеон V  является сложным пространственно-

временным объектом, представляющим собой сумму абсолютного 
скаляра, временного скаляра, пространственного скаляра, 
пространственно-временного скаляра, абсолютного вектора, 
временного вектора, пространственного вектора и пространственно-
временного вектора.  

Седеон может быть представлен в компактной форме. Определяя 
скалярно-векторные величины как 

00 01 02 03V V V V   0 0 1 2 3V a a a a ,        
  10 11 12 13V V V V   1 0 1 2 3V a a a a ,      (1.20) 

20 21 22 23V V V V   2 0 1 2 3V a a a a ,        

30 31 32 33V V V V   3 0 1 2 3V a a a a ,        

мы можем представить седеон (1.12) в следующей компактной форме: 

 0 1 1 2 2 3 3V V e V + e V + e V .      (1.21) 

С другой стороны, определяя пространственно-временные седеонные 
скаляры как 

00 10 2 20 3 30V V V V   0 0 1V a e e e ,        
    01 11 2 21 3 31V V V V   1 0 1V a e e e ,     (1.22) 

 02 12 2 22 3 32V V V V   2 0 1V a e e e ,        
 03 13 2 23 3 33V V V V   3 0 1V a e e e ,        

мы можем записать седеон (1.12) в другой форме: 

 0 1 1 2 2 3 3V V V a + V a + V a ,      (1.23) 

или с помощью введения седеонного вектора 
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V V V V    t r tr 1 1 2 2 3 3V V a + V a + V a
    

,   (1.24) 

седеон может быть представлен в следующей компактной форме: 

 0V V V


 .       (1.25) 
Далее мы будем обозначать седеонные скаляры и седеонные векторы с 
помощью заглавных букв жирным шрифтом. 

Рассмотрим правила седеонного умножения более детально. 
Произведение двух седеонов A  и B  может быть представлено в 
следующем виде: 

     0 0AB A A B B
 

           0 0 0 0A B A B AB A B A B
    

.    (1.26) 

Здесь мы ввели обозначение скалярного произведения двух седеонных 
векторов (внутреннее произведение) с помощью символа “  ” и 
круглых скобок: 

    1 1 2 2 3 3A B A B A B A B
 

,      (1.27) 

и седеонного векторного произведения (внешнее произведение) с 
помощью символа “ ” и квадратных скобок: 

 i      2 3 3 2A B A B A B
 

   i i  3 1 1 3 1 2 2 1A B A B A B A B .  (1.28) 

В выражениях (1.27) и (1.28) умножение седеонных компонент 
производится в соответствии с (1.22) и Таблицей 2. Заметим, что в 
седеонной алгебре определение векторного произведения отличается 
от принятого в векторной алгебре Гиббса-Хевисайда. Поэтому, 
например, формула для двойного векторного произведения трех 
абсолютных векторов A


, B


 и C


 записывается следующим образом: 

   A B C B A C C A B          
       

.   (1.29) 

Таким образом, седеонное произведение 
  0F AB F F


   

имеет следующие компоненты: 
   0 0 0 1 1 2 2 3 3F A B A B A B A B ,       

 i i   1 1 0 0 1 2 3 3 2F A B A B A B A B ,            (1.30) 
i i   2 2 0 0 2 3 1 1 3F A B A B A B A B ,      
i i   3 3 0 0 3 1 2 2 1F A B A B A B A B .      
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1.2. Вращение и пространственно-временное сопряжение  

Преобразование вращения седеона V  на угол   вокруг оси, 
задаваемой абсолютным единичным вектором n , осуществляется с 
помощью седеона  

   cos / 2 sin / 2in  U        (1.31) 

и сопряженного седеона 

   * cos / 2 sin / 2in  U  .     (1.32) 

Заметим, что справедливо соотношение  

* * 1 U U UU    .        (1.33) 

Преобразованный седеон V  определяется как седеонное произведение 
следующего вида: 

* V U VU    .         (1.34) 

Таким образом, трансформированный седеон V  может быть 
представлен следующим образом:  

         

   
cos / 2 sin / 2 cos / 2 sin / 2

cos 1 cos sin .

in in

n n i n

   

  

          

        

0

0

V V V

V V V V

 

        (1.35) 

Ясно видно, что преобразование вращения не изменяет седеонно-
скалярную часть, в то время как седеонный вектор V


 поворачивается 

на угол   вокруг вектора n . 
Операции временного сопряжения ˆ( )Rt , пространственного 

сопряжения ˆ( )Rr  и пространственно-временного сопряжения ˆ( )Rtr  
связаны с преобразованиями в базисе 1e , 2e , 3e  и могут быть 
представлены в следующем виде: 

R̂    t 2 2 0 1 1 2 2 3 3V e Ve V e V + e V e V  ,      

R̂     r 1 1 0 1 1 2 2 3 3V e Ve V e V e V e V  ,      (1.36) 

R̂     tr 3 3 0 1 1 2 2 3 3V e Ve V e V e V e V  .      
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1.3. Подалгебры меньшей размерности 

 
Седеонный базис e , a  позволяет конструировать различные 

типы величин меньшей размерности, которые отличаются своими 
свойствами по отношению к операциям пространственного и 
временного сопряжения. Например, можно ввести простарнственно-
временные двойные числа вида 

1 2D d d t te ,       (1.37) 

1 2D d d r re ,       (1.38) 

1 2D d d tr tre ,      (1.39) 

где 1d  и 2d  - скалярные величины. Данные величины, с одной 
стороны, обладают всеми свойствами двойных чисел, а с другой 
стороны, по-разному преобразуются при пространственно-временном 
сопряжении и при седеонных преобразованиях Лоренца (раздел 2.1). 

Также можно ввести четырехкомпонентные величины, которые мы 
назовем “кватероны” (в противоположность кватернионам), в 
соответствии со следующими определениями:  

 0 1 2 3Q q q q q   0 0 1 2 3a e a a a


,    (1.40) 

 0 1 2 3Q q q q q   t 0 t 1 2 3a e a a a


,    (1.41) 

 0 1 2 3Q q q q q   r 0 r 1 2 3a e a a a


,    (1.42) 

 0 1 2 3Q q q q q   tr 0 tr 1 2 3a e a a a


.    (1.43) 

Абсолютный кватерон (1.40) представляет собой сумму абсолютного 
скаляра и абсолютного вектора. Он не изменяется под действием 
операций пространственно-временного сопряжения. Временной 
кватерон Qt


, пространственный кватерон Qr


 и пространственно-

временной кватерон Qtr


 изменяются под действием операций 

пространственно-временного сопряжения  в соответствии с правилами 
коммутации базисных элементов , ,t r tre e e . Например, операция 
временного сопряжения (см. (1.36)) кватерона Qt


 сводится к 

преобразованию следующего вида: 
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 0 1 2 3R̂ Q Q q q q q   t t r t r 0 t 1 2 3= e e a e a a a
 

.   (1.41) 

Кроме того, седеонный базис e , a  позволяет также конструировать 
различные типы пространственно-временных восьмикомпонентных 
величин - октонов [20]: 

 00 01 02 03 10 11 12 13G = G +G +G +G + G + G +G +Gt 1 2 3 t t 1 2 3a a a e e a a a


,  (1.42) 

 00 01 02 03 20 21 22 23G = G +G +G +G + G + G +G +Gr 1 2 3 r r 1 2 3a a a e e a a a


, (1.43) 

 00 01 02 03 30 31 32 33G = G +G +G +G + G + G +G +Gtr 1 2 3 tr tr 1 2 3a a a e e a a a


. (1.44) 

Каждая из этих подалгебр является замкнутой (кольцом) по 
отношению к операции клиффордовского умножения. Применение 
пространственных октонов (1.43) в электродинамике и релятивистской 
квантовой механике рассмотрено в работах [20-22]. 
 
1.4. Заключение 
 

Алгебра седеонов может рассматриваться как скалярно-векторный 
вариант алгебры Клиффорда со специфическими правилами 
умножения и коммутации. Седеонный векторный базис 1a , 2a , 3a  
отвечает за пространственные вращения, в то время как 
пространственно-временной базис te , re , tre  - за преобразования 
пространственной и временной инверсии. При этом с точки зрения 
правил умножения и коммутации оба эти базиса эквивалентны.  

В противоположность векторной алгебре Гиббса-Хевисайда, 
правила умножения единичных векторов седеонного векторного 
базиса содержат мнимую единицу (см. Таблицу 1). Это позволяет 
реализовать скалярно-векторную алгебру, на которой определено 
произведение Клиффорда. По-видимому, первым, кто указал на 
возможность такого произведения единичных векторов, был 
A. Макфарлейн [23]. Позднее сходные правила умножения для 
матричного базиса использовали В. Паули [24] и П.Дирак [25] при 
построении спинорных уравнений квантовой механики. 
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Глава 2. Релятивистская механика 
 
2.1. Преобразования Лоренца 
 

Релятивистский четырехмерный вектор события может быть 
представлен в следующей седеонной форме: 

i ct r t rS e e  ,          (2.1) 

где c  - скорость света, t  - абсолютный скаляр время и 
r x y z  1 2 3a a a  - абсолютный радиус-вектор. Седеонный квадрат 
этой величины равен 

2 2 2 2 2c t x y z    SS  ,       (2.2) 

является инвариантом преобразований Лоренца и представляет собой 
интервал события. В рамках седеонной алгебры преобразования 
величин от одной инерциальной системы координат к другой 
осуществляются с помощью седеонов  

*

cosh sinh ,

cosh sinh ,

m

m

 

 

 

 
tr

tr

L e

L e




      (2.3) 

где  tanh 2 /v c  ; v  - скорость равномерного движения системы 
вдоль абсолютного вектора m . Заметим, что 

* * 1 L L LL    .         (2.4) 

Преобразованный седеон S  записывается следующим образом: 

     * cosh sinh cosh sinhm i ct r m        tr t r trS L SL e e e e      
     cosh 2 sinh 2 cosh 2i ct i m r r     t t re e e       (2.5) 

     sinh 2 cosh 2 1ct m m r m    r re e    . 

Разделяя величины с te  и re , мы получаем хорошо известные 
выражения для преобразований времени и координат [26]: 

2

2 2

/

1 /

t xv ct
v c

 


, 
2 21 /

x vtx
v c
 


, y y  , z z  ,   (2.6) 
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где x  - координата вдоль направления вектора m . 
Рассмотрим преобразования Лоренца полного седеона V . 

Преобразованный седеон V  записывается как седеонное 
произведение 

* V L VL    .        (2.7) 

В развернутой форме: 

    cosh sinh cosh sinhm m       tr 0 trV e V V e
   

2 2cosh sinh  0 tr 0 trV e V e       (2.8) 
  2cosh sinh coshm     tr 0 0 tre V V e V

  

 2sinh cosh sinhm m m m    tr tr tr tre V e e V V e
      . 

Переписывая выражение (2.8) с помощью скалярного (1.27) и 
векторного (1.28) произведений, мы получаем 

2 2cosh sinh   0 tr 0 trV V e V e          
  2cosh sinh coshm     tr 0 0 tre V V e V

       

 2 2sinh 2 sinhm m   tr tr tr tre Ve e V e
           (2.9) 

    cosh sinhm m     tr tre V V e
          

 cosh sinhm m           tr tre V V e
   .       

Таким образом, преобразованный седеон имеет следующие 
компоненты: 

V V  ,              
V V tr tr ,              

     cosh 2 sinh 2V V m V    r r tr te
 ,       

     cosh 2 sinh 2V V m V    t t tr re
 ,       

     cosh 2 cosh 2 1V V m V m     
          

 sinh 2m V    tr tre
 ,         

     cosh 2 cosh 2 1V V m V m     tr tr tr

          (2.10) 
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 sinh 2m V    tre
 ,         

     cosh 2 1 sinh 2V V m V m V m      r r r tr te
     ,    

     cosh 2 1 sinh 2V V m V m V m      t t t tr re
     .    

 
2.2. Релятивистский импульс и момент импульса 
 

В релятивистской физике важной величиной является 
четырехмерный вектор энергии-импульса частицы. В седеонной 
алгебре он может быть представлен в виде седеона: 

i E cp t rE e e  ,         (2.11) 

где E  - энергия, а p  - импульс частицы. Квадрат этой величины  

   2 2 2i E cp i E cp E c p    t r t re e e e       (2.12) 

является инвариантом преобразований Лоренца и связан с массой 
частицы 0m  соотношением Эйнштейна: 

2 2 2 2 4
0 0E c p m c  

 .       (2.13) 

Используя алгебру седеонов, данное выражение можно представить в 
виде произведения двух сомножителей 

  2 2
0 0 0i E cp m c i E cp m c    t r tr t r tre e e e e e  ,   (2.14) 

что в дальнейшем будет использовано нами при конструировании 
уравнений квантовой механики и теории поля. 

Обобщенный момент импульса частицы M  может быть записан 
следующим образом: 

   1 1 i E cp i ct r
c c

   t r t rM ES e e e e   .     (2.15) 

Производя седеонное умножение, мы получаем 

    1Et p r p r cpt Er
c

       tr trM e e      .   (2.16) 
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Глава 3. Квантовая механика и теория поля 

 

3.1. Обобщенное седеонное волновое уравнение 

Волновая функция свободной релятивистской квантовой частицы 
должна удовлетворять волновому уравнению, которое получается из 
соотношения Эйнштейна для энергии и импульса  

2 2 2 2 4
0 0E c p m c          (3.1) 

посредством замены классической энергии E  и импульса p  на 
соответствующие квантово-механические операторы [27]: 

Ê i
t





   и  p̂ i  


 ,       (3.2) 

где   - постоянная Планка, а 


 - оператор градиента, который 
является абсолютным вектором и имеет следующий вид: 

x y z
  

   
  1 2 3a a a


.      (3.3) 

В седеонной алгебре соотношение Эйнштейна (3.1) для операторов 
(3.2) может быть представлено следующим образом:  

  2 2
0 0

ˆ ˆˆ ˆ 0i E cp m c i E cp m c    t r tr t r tre e e e e e  .   (3.4) 

Рассмотрим волновую функцию в виде пространственно-временного 
седеона  

     , , ,r t r t r t 0ψ ψ ψ  
 ,      (3.5) 

тогда обобщенное седеонное волновое уравнение, соответствующее 
операторному уравнению (3.4), может быть записано в следующей 
форме:  

0 01 1 0
m c m ci i i i

c t c t
            

t r tr t r tre e e e e e ψ
 


 

.   (3.6) 

В этом уравнении 0m  является массой покоя частицы.  
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Кроме того, существует специальный класс частиц, который 
описывается волновым уравнением первого порядка [27]: 

01 0
m ci i

c t
     

t r tre e e ψ





.      (3.7) 

Очевидно, для таких частиц уравнение (3.6) удовлетворяется 
автоматически. 

Седеонное квантовое уравнение (3.6) допускает полевую 
интерпретацию. Действительно, введем для упрощения выкладок 
следующие операторы: 

1
c t


 
t te ,           

  r re
 

,             (3.8) 
0m c

m tr tre


,          

тогда уравнение (3.6) принимает вид 

    0i im i im      t r tr t r tr ψ
 

 .     (3.9) 

Рассмотрим последовательное действие операторов в левой части 
(3.9). После действия первого оператора получаем 

 
  .

i im i i

im im

       

         

t r tr t 0 t r 0

r r tr 0 tr

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

 


        (3.10) 

Вводя скалярные и векторные напряженности полей согласно  

 i im     0 t 0 r tr 0E ψ ψ ψ
  ,       (3.11) 

i im        t r 0 r trE ψ ψ ψ ψ
     ,    (3.12) 

соотношение (3.10) можно представить в следующем виде: 

 i im    t r tr 0ψ E E
 

 .       (3.13) 

Тогда волновое уравнение (3.9) принимает форму  

   0i im    t r tr 0E E
 

.     (3.14) 
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Производя действие оператора в (3.14) и разделяя седеон-скалярную и 
седеон-векторную части, получаем систему уравнений первого 
порядка, аналогичную уравнениям Максвелла:  

  0,

0.

i im

i im

     

        

t 0 r tr 0

t r tr r 0

E E E

E E E E

 

         (3.15) 

Фактически, волновые уравнения первого и второго порядка 
описывают квантовые поля, которые несут информацию о 
кинематических свойствах квантовых частиц. Дисперсионные 
характеристики этих волновых полей совпадают с соотношением 
Эйнштейна для энергии и импульса частицы. При этом уравнение 
первого порядка (3.7) описывает специальный случай квантовых 
полей с интенсивностями 0E  и E


 равными нулю. Более подробно 

квантовая механика релятивистских частиц будет рассмотрена в 
следующих разделах. 

Обобщенное седеонное волновое уравнение (3.6) имеет и другую 
интерпретацию как волновое уравнение для силовых массивных полей 
[16]. В этом случае источниками полей являются соответствующие 
заряды и токи, так что кроме однородного уравнения, описывающего 
свободные поля, имеет место неоднородное уравнение вида 

0 01 1m c m ci i i i
c t c t
            

t r tr t r tre e e e e e W J
 

 
 

,   (3.16) 

где посредством J  обозначен феноменологический скалярно-
векторный источник поля. В этом случае волновая функция W  имеет 
смысл потенциала поля, а параметр 0m  - массы кванта поля. 
Разумеется, что в случае массы кванта равной нулю, уравнение (3.16) 
должно описывать электромагнитные и слабые гравитационные поля. 
Седеонная теория массивных и безмассовых силовых полей будет 
рассмотрена подробно в последующих разделах. 
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Глава 4. Электромагнитное поле 
 
 
4.1. Седеонная форма уравнений электродинамики 
 

Седеонное волновое уравнение для электромагнитного поля в 
вакууме записывается следующим образом: 

1 1i i
c t c t
            

t r t re e e e W J
 

 = .    (4.1) 

Потенциал электромагнитного поля имеет вид: 
е еi A t rW e e


 ,        (4.2) 

где е  - скалярный потенциал (временная компонента), еA


- векторный 
потенциал (пространственная компонента). Источник поля J  
записывается следующим образом: 

44 e ei j
c


   t rJ e e


        (4.3) 

где e  - объемная плотность электрического заряда, ej


- объемная 
плотность электрического тока.  

Уравнение (4.1) является компактным универсальным 
соотношением и может быть представлено либо в виде системы 
волновых уравнений для потенциалов поля, либо в виде системы 
уравнений Максвелла для напряженностей поля. Действительно, 
производя перемножения операторов в уравнении (4.1) и разделяя 
скалярную временную и векторную пространственную части, мы 
получаем систему волновых уравнений: 

2

2

1 4е ec t
 

 
    

,      (4.4) 

2

2

1 4
е eA j

c ct
 

    

 
.      (4.5) 

Здесь мы предполагаем, что потенциалы поля описываются дважды 
дифференцируемыми функциями, так что 0   W

 
 . С другой 

стороны, выполняя последовательное действие операторов в 
уравнении (4.1), мы имеем 
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 

 

1

1 1

е е

e e
e e e

i i A
с t

A
A A .

c t c t






     

             

t r t r

tr tr

e e e e

e e




   

  (4.6) 

Введем скалярные и векторные напряженности электромагнитного 
поля:  

 1

1

e
e e

e
e e

e e

f A ,
c t

A
E ,

c t
H i A .






  




  


    




 

 

      (4.7) 

Тогда выражение (4.6) представляется в виде 

 1
е е e e ei i A f E iH

с t


         
t r t r tre e e e e

  
,    (4.8) 

а уравнение (4.1) может быть переписано следующим образом: 

 1 44e e e e ei f E iH i j .
с t c


 

          
t r tr t re e e e e

   
   (4.9) 

Применяя оператор  
1i
с t
    

t re e


 

к обеим частям уравнения (4.9) и разделяя величины с различными 
пространственно-временными свойствами, мы получаем волновые 
уравнения для напряженностей полей: 

 
2

2 2

1 4 e
e ef j

c tc t
               

 
,    (4.10) 

2

2 2 2

1 44 e
e e

jE
tc t c

 
  

        


 

,    (4.11) 

2

2 2

1 4
e eH i j

cc t
           

  
 .    (4.12) 
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Если в физической системе выполняется закон сохранения 
электрического заряда 

  0e
ejt


   



 
,       (4.13) 

то уравнение (4.10) не имеет источников, и можно выбрать скалярное 
поле ef  равным нулю. Это эквивалентно выполнению условия 
калибровки Лоренца: 

1 + ( ) = 0e
e ef A

c t


 



.     (4.14) 

В калибровке Лоренца уравнение (4.9) принимает вид 

 1 44e e e ei E iH i j .
с t c


 

        
t r tr t re e e e e

   
   (4.15) 

Производя действие оператора в левой части (4.15), мы имеем 
следующее седеонное уравнение: 

 

 

1

1

44

e
e e

e
e e

e e

E
i E i E

c t
H

i H i H
c t

i .j .
c


 

       
       

  

r t t

t r r

t r

e e e

e e e

e e


   


   



    (4.16) 

Разделяя в (4.16) величины с различными свойствами, мы получаем 
систему уравнений первого порядка  

 
 

1 ,

4 1 ,

4 ,

0,

e
e

e
e e

e e

e

H
i E

c t
Ei H j

c c t
E

H





      
      

 

 


 


  

 

 

      (4.17) 

которая совпадает с системой уравнений Максвелла. 
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4.2. Энергия и импульс электромагнитного поля 
 

Седеонная алгебра позволяет проводить комбинированные 
вычисления одновременно с величинами различного типа. В данном 
разделе, используя седеонную алгебру, мы получим соотношения для 
энергии и импульса электромагнитного поля. 

Умножая слева обе части уравнения (4.15) на седеон ( e eE iHtre
 

), 
мы имеем: 

      

   

   

2 21
2

1 1

1 1

e e e e

e e
e e e e e e

e e
e e

e e e e e

i E H i E H
c t

H E
i E i H E E H H

c t c t

E H
i E i H

c t c t

E H H E E H

          
                                 
                  

        

t

r

t

e

e

e

    

 
       

 
 

         
        

   

2 21 1
2

4 4 14

14 .

e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e

H E

i E H E H E E H H
c t

i E j i H j H i E j
c c c

E i H j
c

 
 

 

              
              

           
       

r

t r t

r

e

e e e

e

  

          

     

  

  (4.18) 

Заметим, что в этом выражении и далее оператор 


 действует на все 
выражение справа. Так, например, для любых двух векторов A


 и B


 

мы имеем: 

     A B B A A B     
       

.       (4.19) 

Разделяя в (4.18) величины различных типов, мы получаем 

     2 21 0
8 4e e e e e e

cE H i E H E j
t 
         

      
,   (4.20) 
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 

    

2 21 1
8 4

1 0,
4

e e e e

e e e e e e e e

E H i E H
c t

E E H H E i H j

 




      

           

    

        
  (4.21) 

      

1
4

0,
4

e e
e e

e e e e e e

H EE H
t t

ci E E H H H j





                     

              

 
 

       
  (4.22) 

    

 

1
4 4

0.
4

e e
e e e e e e

e e e e e e e e

E H ci E H E H H E
t t

c E H H E cH i E j

 




                        

                         

 
       

        
 (4.23) 

Выражение (4.20) представляет собой известное соотношение, 
называемое теоремой Пойнтинга. Величина  

2 2

8
e eE H

w




 

        (4.24) 

является объемной плотностью энергии электромагнитного поля, а 
вектор 

4 e e
cP i E H

    

  
       (4.25) 

имеет смысл плотности потока энергии поля (вектор Пойнтинга). 
 
4.3. Соотношения для инвариантов электромагнитного поля 
 

Используя седеонную алгебру, нетрудно получить соотношения для 
величин  

 
2 2

1

2

,

,
e e

e e

I E H

I E H

 

 

 

          (4.26) 

которые являются инвариантами преобразований Лоренца 
электромагнитного поля. Умножая слева обе части уравнения (4.15) 
на седеон ( e eE iHtre

 
), мы имеем: 
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 (4.27) 

Разделяя величины различных типов, мы получаем следующие 
соотношения для инвариантов Лоренца электромагнитного поля: 

 
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   (4.28) 
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  (4.31) 

 
4.4. Суперсимметричная форма уравнений  
       электромагнитного поля 

 
Впервые вопрос о симметрии между электрическими и 

магнитными зарядами был рассмотрен П.Дираком [28, 29]. С учетом 
гипотетических магнитных зарядов (магнитных монополей) и 
соответствующих токов система уравнений Максвелла выглядит 
абсолютно симметричной [30]. В терминах седеонной алгебры 
симметричное волновое уравнение для электромагнитного поля можно 
записать в следующем виде:  

1 1i i
c t c t
            

1 2 1 2e e e e W J
 

  .   (4.32) 

Здесь W  - седеонный потенциал имеет вид 

e m m ei i A A    1 2 1 2W e e e e
 

 ,      (4.33) 

где e  - электрический скалярный потенциал, m  - магнитный 
скалярный потенциал, eA


 - электрический векторный потенциал, mA


 - 

магнитный векторный потенциал. Седеонный источник 

4 44 4e e m mi j i j
c c
 

     1 2 2 1J e e e e
 

 ,      (4.34) 

где m  - объемная плотность магнитного заряда, mj


 - плотность 
магнитного тока. 

Уравнение (4.32) эквивалентно восьми скалярным уравнениям для 
компонент потенциалов. Разделяя в (4.32) пространственно-временные 
и скалярно-векторные части получаем волновые уравнения для 
потенциалов: 
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Вводя скалярные и векторные напряженности поля, согласно 
следующим определениям: 
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мы получаем, что  
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и волновое уравнение (4.32) сводится к  
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Производя действие оператора в левой части уравнения и разделяя 
величины с различными пространственно-временными свойствами, 
получаем систему уравнений для полей, аналогичную системе 
уравнений Максвелла в электродинамике: 
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     (4.42) 

Уравнения (4.42) представляют собой замкнутую систему восьми 
скалярных уравнений для восьми компонент электромагнитного поля.  

Скалярные и векторные напряженности поля (4.39) и уравнения 
(4.42) обладают калибровочной инвариантностью по отношению к 
градиентным преобразованиям следующего вида: 

e
e e t


 


 


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e e eA A  
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m

m m t


 
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 
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,          

m m mA A  
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,          

где e  и m  - произвольные скалярные функции координат и времени, 
удовлетворяющие однородному волновому уравнению. Действительно 
нетрудно проверить, что преобразования (4.43) не изменяют 
напряженности полей (4.39), а, следовательно, и уравнений (4.42).  

Применяя оператор  
1i
с t
    

t re e


          

к обеим частям уравнения (4.41) и разделяя величины с различными 
пространственно-временными свойствами, мы получаем волновые 
уравнения для напряженностей полей: 
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Если в физической системе выполняются законы сохранения 
электрического и магнитного зарядов 
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то уравнения (4.44) и (4.45) не имеют источников, и можно выбрать 
скалярные поля e  и h  равными нулю. Это эквивалентно выполнению 
условий калибровки Лоренца для электрического и магнитного 
потенциалов: 
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В калибровке Лоренца уравнения Максвелла (4.42) записываются 
следующим образом: 
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Поскольку экспериментально установлено, что в нашей части 
вселенной магнитные заряды и токи не наблюдаются, то для описания 
явлений в земных условиях необходимо положить  

0,

0.
m

mj
 


          (4.56) 

Это приводит к тому, что уравнения (4.37) и (4.38) не имеют 
источников, и можно выбрать магнитные потенциалы m  и mA


 

равными нулю. Кроме того, зануляются источники в правых частях 
уравнений (4.54) и (4.55). Таким образом, в частном случае отсутствия 
магнитных зарядов и выполнения закона сохранения электрического 
заряда мы приходим к стандартной системе уравнений Максвелла: 
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Глава 5. Гравитационное поле 
 
 

Аналогия между электромагнитным и гравитационным полем 
обсуждается на протяжении долгих лет, начиная с Д.Максвелла и 
О.Хевисайда [31,32]. Данная аналогия стимулировала многие 
попытки обобщить теорию тяготения И.Нютона и представить 
уравнения гравитационного поля в виде уравнений, аналогичных 
уравнениям Максвелла. В основе данного подхода лежат два 
предположения. Первое является гипотезой существования 
гравитомагнитного поля, обусловленного движущимися массами. 
Второе предположение - гипотеза о том, что гравитационное 
взаимодействие распространяется в пространстве со скоростью, 
равной скорости света. Эти два предположения позволяют построить 
феноменологические уравнения для гравитационного поля, 
аналогичные уравнениям Максвелла [33, 34]. С другой стороны, 
недавно было показано, что линеаризация уравнений общей теории 
относительности вблизи плоской метрики Минковского также 
приводит к уравнениям Максвелла для слабых гравитационных 
полей.  

Применение гиперкомплексных чисел в теории слабого 
гравитационного поля рассмотрено в работах [35,36]. 

 
5.1. Линейные уравнения гравитационного поля в плоском  
        пространстве-времени 
 

Как известно, уравнение Эйнштейна, описывающее 
гравитационное поле, записывается в следующем виде [26]: 

4

1 8
2

GR g R T
c  


  ,      (5.1) 

где g  - метрический тензор, R  - тензор Риччи, G  - гравитационная 
постоянная, T  - тензор энергии-импульса материи. Для слабого поля 
в линейном приближении это уравнение можно представить [37-39] в 
следующей форме: 
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2

2 2 4

1 16 Gh T
c t c 

 
     

,      (5.2) 

где h  - отклонение от метрического тензора Минковского  , 
определяемое следующими соотношениями: 

,
1 ,
2

.

g h

h h h

h h

  

  










 

 



        (5.3) 

Отклонение h  ( 1h  ) удовлетворяет условию калибровки 

/ 0h x    . Вводя плотность вещества G  и плотность тока вещества 

Gj


, следуя соотношениям  
2

00 GT c ,         (5.4) 

0n GnT j c ,         (5.5) 

а так же скалярный и векторный потенциалы согласно 

00 2

4
Gh

c
 ,         (5.6) 

0 2

4
n Gnh A

c
 ,         (5.7) 

уравнение (5.2) может быть представлено как система волновых 
уравнений для потенциалов поля: 

2

2 2

1 4G GG
c t

  
 

     
,      (5.8) 

2

2 2

1 4
G GA G j

cc t
 

     

 
,     (5.9) 

с калибровочным условием 

 1 0G
GA

c t


  



.       (5.10) 

Аналогия с электродинамикой вполне очевидна. Можно определить 
напряженности гравитационного поля: 
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1 G
G G

A
E

c t



  




 

,        (5.11) 

G GH A   
 

.         (5.12) 

Для этих величин справедливы уравнения, аналогичные уравнениям 
Максвелла. В векторной алгебре Хевисайда-Гиббса эти уравнения 
записываются следующим образом:  

 
 

4 ,

0,

1 ,

1 4 .

G G

G

G
G

G
G G

E G

H

H
E

c t
E

H j
c t c

 



   

  

     
     

 

 


 


  

      (5.13) 

Эти же уравнения можно записать в алгебре седеонов. В этом случае 
поля определяются как 

1 G
G G

A
E

c t



  




 

,        (5.14) 

G GH i A    
 

.         (5.15) 

Тогда уравнения для гравитационного поля записываются в 
следующей седеонной форме: 

 
 

4 ,

0,

1 ,

1 4 .

G G

G

G
G

G
G G

E G

H

H
i E

c t
E

i H j
c t c

 



   

  

      
      

 

 


 


  

     (5.16) 

Уравнения гравитационного поля отличаются от уравнений для 
электромагнитного поля (4.17) знаком перед членами, описывающими 
источники поля. 
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Глава 6. Гравитоэлектромагнетизм 
 
 

В настоящем разделе мы развиваем седеонный подход к проблеме 
формулировки уравнений обобщенного безмассового гравито-
электромагнитного поля, описывающего одновременно 
электромагнетизм и слабую гравитацию [18]. 
 
6.1. Обобщенный закон Ньютона - Кулона 
 

Известно, что сила кулоновского взаимодействия между двумя 
точечными электрически заряженными телами равна 

1 2
12 123

12

e e
e

q q
F r

r


  ,        (6.1) 

где 1eq  и 2eq  - электрические заряды; 12r  - вектор направленный от 
тела 1 к телу 2; 12r  - расстояние между точечными телами, которое 
равно модулю вектора 12r . Для симметричного описания 
электрического и гравитационного взаимодействий введем 
гравитационный заряд gq , рассмотренный ранее в работах [33, 40]: 

gq Gm ,         (6.2) 

где G – гравитационная постоянная, m  - масса гравитирующего тела. 
Тогда соотношение Ньютона для силы гравитационного 
взаимодействия между двумя точечными телами может быть 
представлено в следующем виде: 

1 2
12 123

12

g g
g

q q
F r

r
 

  .       (6.3) 

Совместное рассмотрение гравитационного и электрического поля 
приводит к еще одной симметрии, связанной с зарядовым 
сопряжением. С алгебраической точки зрения, данную симметрию 
можно учесть, вводя дополнительные скалярные единицы, 
ассоциируемые с электрическим и гравитационным зарядом. 
Обозначим электрическую единицу символом εe . Данная величина 
меняет знак при электрическом зарядовом сопряжении. 
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Гравитационная единица ε g  меняет знак при гравитационном 
зарядовом сопряжении. Поскольку в классической физике нет прямого 
взаимодействия между гравитационным и электрическим зарядами, то 
правила умножения единиц εe  и ε g  должны быть выбраны в 
соответствии с Таблицей 3. 

 
Таблица 3. Правила умножения единиц εe  и ε g . 

 
 
 
 
 
 
 
 
Мы также будем предполагать антикоммутативность данных единиц: 

, ε ε ε εe g g e        (6.4) 

считая при этом, что приоритет операции коммутации выше 
приоритета операции умножения, так что  

   ε ε ε ε ε ε εe g e g e e g .      (6.5) 

Следуя этому подходу, можно ввести обобщенный 
гравитоэлектрический заряд  

e gQ q i q ε εe g .          (6.6) 

Тогда обобщенный закон Ньютона-Кулона может быть записан в 
следующем виде: 

1 2
12 123

12

Q Q
F r

r


  .        (6.7) 

Действительно, обобщенный закон (6.7) дает нам правильное 
выражение для силы взаимодействия между двумя точечными 
массивными электрически заряженными телами: 

1 21 2
12 12 123 3

12 12

g ge e
q qq q

F r r
r r

 
   .     (6.8) 

 εe  ε g  

εe  1 0 

ε g  0 1 
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Основываясь на алгебре гравитоэлектрических единиц, операции 
электрического зарядового сопряжения ( êI ), гравитационного 
зарядового сопряжения ( ĝI ) и электрогравитационного зарядового 
сопряжения ( êgI ) могут быть введены следующим образом: 

ê e gI Q Q q i q  = ε ε ε εg g e g ,         (6.9) 

ĝ e gI Q Q q i q = ε ε ε εe e e g ,       (6.10) 

êg e gI Q Q q i q  = ε ε ε ε ε εg e e g e g .      (6.11) 
 
 

6.2. Обобщенное уравнение для гравитоэлектромагнитного поля  
 

Седеонный подход позволяет представить гравитационное поле и 
электромагнитное поле как компоненты единого 
гравитоэлектромагнитного поля. Рассмотрим потенциал 
гравитоэлектромагнитного поля в виде 

  ,е е g gi A i i A    t r t rW e ε e ε e ε e ε
 


e e g g     (6.12) 

где , , ,е е g gA A 
 

 - скалярные и векторные потенциалы 
электромагнитного (индекс e) и гравитационного (индекс g) полей. 
Здесь и далее мы будем подразумевать, что электрические величины 
содержат электрическую единицу εe , а гравитационные величины 
содержат ε g , однако для упрощения записей мы будем опускать их во 
всех получаемых выражениях, различая величины по индексу.  

Обобщенное седеонное уравнение гравитоэлектромагнитного поля 
записывается следующим образом: 

1 1i i
c t c t
            

t r t re e e e W J
 

 = .    (6.13) 

Источник поля имеет вид 

1 14 4 ,e e g gi j i i j
c c

             
   

t r t rJ e e e e
 

    (6.14) 

где e  - объемная плотность электрического заряда, ej


 - объемная 
плотность электрического тока, g  - объемная плотность 
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гравитационного заряда, gj


 - объемная плотность гравитационного 
тока. В развернутом виде уравнение (6.13) записывается следующим 
образом: 

  1 1

1 14 4 .

е е g g

e e g g

i i i A i i A
c t c t

i j i i j
c c

 

   

               
          
   

t r t r t r t r

t r t r

e e e e e e e e

e e e e

  

 
  (6.15) 

Это уравнение одновременно описывает электромагнитные и 
гравитационные поля. Так, перемножая операторы в левой части 
уравнения (6.15) и разделяя величины с различными 
пространственно-временными и зарядовыми (с различными 
единицами εe  и gε ) свойствами, мы получаем систему волновых 
уравнений для потенциалов:  

2

2

1 4е ec t
 

 
    

,      (6.16) 

2

2

1 14е eA j
c ct


 

    

 
,      (6.17) 

2

2

1 4g gc t
 

 
     

,      (6.18) 

2

2

1 14g gA j
c ct


 

     

 
.     (6.19) 

С другой стороны, уравнение (6.15) может быть представлено в 
виде системы уравнений первого порядка для напряженностей поля. 
Рассмотрим последовательное действие операторов в уравнении 
(6.15). После действия первого оператора мы получаем: 

  

 

 

1

1 1

1 1

е е g g

e e
e e e

g g
g g g

i i A i i A
с t

A
A A

c t c t
A

i A A .
c t c t

 







        
             

                 

t r t r t r

tr tr

tr tr

e e e e e e

e e

e e

 


   


   

  (6.20) 
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Это выражение позволяет ввести скалярные и векторные 
напряженности полей согласно следующим определениям: 

 

 

1

1

1

1

e
e e

e
e e

e e

g
g g

g
g g

g g

f A ,
c t

A
E ,

c t
H i A ,

f A ,
c t

A
E ,

c t
H i A .










  




  


    


  



  


    




 
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


 

 

      (6.21) 

Используя определения (6.21), выражение (6.20) может быть 
переписано в виде 

  
 

1
е е g g

e e e g g g

i i A i i A
с t

f E iH i f E iH .

        

       

t r t r t r

tr tr

e e e e e e

e e

 

   
  (6.22) 

Тогда обобщенное волновое уравнение (6.15) может быть 
представлено в следующей форме: 

  1

1 14 4

e e e g g g

e e g g

i f E iH i f E iH
с t

i j i i j .
c c

   

           
          
   

t r tr tr

t r t r

e e e e

e e e e

    

 
   (6.23) 

Применяя оператор 1i
с t
    

t re e


 к обеим частям уравнения (6.23), 

получаем волновые уравнения для напряженностей полей: 

 
2

2 2

1 4 e
e ef j

c tc t
               

 
,    (6.24) 
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2 2 2

1 44 e
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jE
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        


 

,    (6.25) 
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2

2 2

1 4
e eH i j

cc t
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  
,     (6.26) 

 
2

2 2

1 4 g
g gf j

c tc t
   

            

 
,   (6.27) 
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1 44 g
g g

j
E

tc t c
 
 
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,    (6.28) 
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1 4
g gH i j

cc t
          

  
.     (6.29) 

Подразумевая сохранение электрического и гравитационного зарядов 

  0e
ejt


   



 
,       (6.30) 

  0g
gjt


  



 
,       (6.31) 

мы можем принять скалярные поля ef  и gf  равными нулю. Это 
эквивалентно следующим условиям калибровки Лоренца (см. 
выражения (6.21)): 

1 + ( ) = 0 ,e
e ef A

c t


  



      (6.32) 

1 + ( ) = 0 .g
g gf A

c t


 



      (6.33) 

В случае калибровки Лоренца выражение (6.22) заменяется на  

  
 

1
е е g g

e e g g

i i A i i A
с t

E iH i E iH ,
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t r t r t r

tr tr

e e e e e e

e e

 

   
   (6.34) 

и обобщенное уравнение (6.15) принимает вид 

  1

1 14 4

e e g g

e e g g

i E iH i E iH
с t

i j i i j .
c c

   

       
          
   

t r tr tr

t r t r

e e e e

e e e e

    

 
   (6.35) 

Производя седеонное умножение в левой части уравнения (6.35) и 
разделяя величины с различными пространственно-временными 
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свойствами, мы получаем систему уравнений Максвелла для 
гравитоэлектромагнитного поля: 

   

     
    
  
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4 1 ,
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0.

e g e g
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i E iE H iH
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i H iH j i j E iE
c c t

E iE i
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

  
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   

  

    

     

  

  

  (6.36) 

После разделения величин с различными зарядовыми свойствами (с 
различными eε  и gε ) получаются две отдельные системы уравнений 
для электромагнитного и гравитационного полей. Для 
электромагнитного поля имеем 

 
 

1 ,
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e
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e
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H
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     (6.37) 

С другой стороны, для гравитационного поля получаем  
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
       

   
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
 


  

 

 

     (6.38) 

Таким образом, мы показали, что обобщенное уравнение (6.15) 
корректно описывает объединенное гравитоэлектромагнитное поле. 
 
6.3. Энергия и импульс гравитоэлектромагнитного поля 
 

Седеонная алгебра позволяет производить комбинированные 
вычисления одновременно с электромагнитным и гравитационным 
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полями. Умножая уравнение (6.35) на седеон  e e g gE iH i E iH  tr tre e
   

 

слева, мы имеем следующее уравнение:  

     

  
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e e g g e e g g
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 (6.39) 

Производя седеонное умножение в (6.39), получаем следующее 
выражение: 
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   (6.40) 
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Заметим, что в данном выражении и далее оператор 


 действует на 
все выражение справа. Например, для любых векторов A


 и B


 

справедливо следующее соотношение: 

     A B B A A B     
       

.       (6.41) 

Разделяя в (6.40) компоненты с различными пространственно-
временными свойствами, мы получаем следующие выражения для 
гравитоэлектромагнитного поля: 
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Наконец, разделяя величины с различными пространственно-
временными свойствами и принимая во внимание, что 0ε εe g , 
получаем 
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Выражение (6.46) является обобщенной теоремой Пойнтинга для 
гравитоэлектромагнитного поля. Величина w  

 2 2 2 21
8 e e g gw E H E H


   
   

      (6.50) 

представляет собой объемную плотность энергии, в то время как 
вектор P


 

 4 e e g g
cP i E H E H


          
    

     (6.51) 

играет роль вектора Пойнтинга гравитоэлектромагнитного поля. 
Кроме того, вектор  

L e e e e g g g gf E i H j E i H j            
     

 

представляет собой объемную плотность обобщенной силы Лоренца. 
 
6.4. Инварианты Лоренца гравитоэлектромагнитного поля 
 

Седеонная алгебра позволяет получить соотношения для 
инвариантов Лоренца гравитоэлектромагнитного поля. Для этого 
умножим уравнение (6.35) слева на седеон 

  e e g gE iH i E iH  tr tre e
   

. 

В результате получим следующее соотношение: 
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     

  
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c c
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e e e e e e

        

     
 (6.52) 

Выполняя седеонное умножение, имеем 
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(6.53)
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Разделяя в (6.53) компоненты с различными пространственно-
временными свойствами, мы получаем следующие соотношения для 
напряженностей гравитоэлектромагнитного поля:  

       

          
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  (6.54) 
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(6.56) 
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 (6.57) 
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Наконец, принимая во внимание, что 0e gε ε , получаем  
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Выражения (6.58) - (6.61) являются уравнениями для обобщенных 
инвариантов Лоренца 1I  и 2I : 

2 2 2 2
1 e e g gI E H E H   

   
,      (6.62) 

   2 e e g gI E H E H   
   

.     (6.63) 
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Глава 7. Релятивистская квантовая механика 
 
 
7.1. Седеонное волновое уравнение для частиц во внешних полях 

 
Рассмотрим релятивистскую квантовую частицу, которая 

описывается седеонным волновым уравнением (см. (3.6)):  

0 01 1 0
m c m ci i i i

c t c t
            

t r tr t r tre e e e e e ψ
 


 

,   (7.1) 

где волновая функция представляет собой пространственно-временной 
седеон:  

     , , ,r t r t r t 0ψ ψ ψ  
 .      (7.2) 

В уравнении (7.1) элементы седеонного базиса ne  и ma  выполняют 
роль пространственно-временных операторов, которые изменяют 
пространственно-временную структуру седеонной волновой функции 
ψ  посредством перестановки ее компонент. Рассмотрим, например, 
действие оператора 3a . Для этого запишем волновую функцию в 
базисе ma : 

 0 1 1 2 2 3 3ψ ψ ψ a + ψ a + ψ a ,      (7.3) 

тогда действие оператора 3a  сводится к следующему: 

i i   3 3 2 1 1 2 0 3a ψ ψ ψ a ψ a ψ a .      (7.4) 

Найдем собственные функции оператора 3a . Для этого решим 
уравнение на собственные функции и собственные значения:  

3a ψ ψ  .           

В развернутом виде получаем: 

( )i i     3 2 1 1 2 0 3 0 1 1 2 2 3 3ψ ψ a ψ a ψ a ψ ψ a + ψ a + ψ a .  (7.5) 

Отсюда имеем систему уравнений 
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,
,
,
,

i
i








 




3 0

2 1

1 2

0 3

ψ ψ
ψ ψ
ψ ψ
ψ ψ

           (7.6) 

из которой следует 
2 1,

,
.i









0 3

2 1

ψ ψ
ψ ψ

        (7.7) 

Таким образом, собственные значения оператора 3a  равны 1   , и 
собственные функции оператора 3a  можно записать в следующей 
форме: 

   1 i    3 0 1 2 1ψ a ψ a a ψ ,      (7.8) 

где 0ψ  и 1ψ  произвольные седеон-скаляры. За элементарные 
собственные функции можно выбрать следующие комбинации 
элементов седеонного базиса: 

 
 
1 ,

.i








3

1 2

a

a a
        (7.9) 

Для описания частицы во внешнем гравитоэлектромагнитном поле 
должна быть произведена следующая замена квантовомеханических 
операторов: 

 

 

,

.

e e g g

e e g g

i q q
t t

i q A q A
c

 
 
  

 

  


  



      (7.10) 

Таким образом, мы приходим к следующему волновому уравнению: 

   

   

0

0

1

1 0.

e e g g e e g g

e e g g e e g g

m ci ii q q q A q A i
c t c

m ci ii q q q A q A i
c t c

 

 

                  
                    

t r tr

t r tr

e e e

e e e ψ

 

  

 


  

  (7.11) 

В следующем разделе мы рассмотрим для примера задачу о 
релятивистской частице во внешнем однородном магнитном поле. 
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7.2. Релятивистская частица в однородном магнитном поле 
 

Рассмотрим релятивистскую частицу с электрическим зарядом eq  
во внешнем однородном магнитном поле. Пусть вектор 
напряженности магнитного поля направлен вдоль оси Z:  

e eH H 3a


.         (7.12) 

Здесь eH  - модуль вектора eH


. Выберем векторный потенциал в 

калибровке   0eA  


 в представлении Ландау: 

2e e eA A H x 2 2a a


.       (7.13) 

Тогда седеонное уравнение для релятивистской частицы (7.11) 
запишется следующим образом: 

2 2 2 22
20

2 2 2 2 2

1 2 0e e e e
e e

m c q H q Hi q H x x
c y cc t c

          
  




  

 .   (7.14) 

В уравнении (7.14) последнее слагаемое e eq H


/ћс представляет собой 
векторный оператор, действие которого сводится к преобразованию 
седеонного базиса волновой функции. Для стационарных состояний с 
энергией E  получаем: 

2 2 2 2 2
20

2 2 2 2 2

2 e e e e
e e

m c q H q Hi Eq H x x
c y cc c

 
       

3a  
   

  .   (7.15) 

Данное уравнение можно рассматривать как уравнение на 
собственные значения и собственные функции оператора, стоящего в 
левой части. Поскольку данный оператор коммутирует с операторами 
ˆ yp  и ˆ zp , то он имеет общую с ними систему собственных функций. 

Поэтому будем искать решение уравнения (7.15) в виде 

 ( ) exp y z
ix p y p z   

 
 


  ,       (7.16) 

где yp  и zp  являются интегралами движения, а ( )x  - произвольная 
седеонная функция. Подставляя (7.16) в (7.15), получаем 
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2 2 2 2 22 2 2
20

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2y y e e e ez
e e

p pm c q H q Hp Eq H x x
cx c c c

 
       

  
3a  

     
  . (7.17) 

Заметим, что оператор в левой части уравнения (7.17) коммутирует с 
оператором 3a , поэтому будем искать решение уравнения (7.17) в виде 
линейной комбинации собственных функций оператора 3a  (см. (7.9)): 

   ( ) ( )
1 21 ( ) ( )x i x    3 1 2a F a a F + ,    (7.18) 

где ( ) ( )x
F ( 1, 2  ) - произвольные седеон-скалярные функции. Тогда 

оператор в левой части уравнения (7.17) становится скалярным, и 
уравнение приобретает вид 

2 2 2 2 22 2 2
2 ( ) ( )0

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2y y e e e ez
e e

p pm c q H q Hp Eq H x x
cx c c c

 
 

         
  

F F
     

. (7.19) 

После стандартных алгебраических преобразований данное уравнение 
приводится к виду  

222 ( ) 2 222
( )0

2 2 2 2 2 0ye e e ez

e e

cpm c q H q HpE x
c c q Hx c


 


                        

F
F

   
. (7.20) 

Это уравнение линейного осциллятора [41]. Множество значений 
энергии частицы определяется следующим соотношением: 

 2 2 4 2 2
, 0 | | 2 1n z e e e eE m c p c q H c n q H c       .    (7.21) 

Полученный спектр энергий идентичен спектру для частиц со спином 
1/2, получаемому из рассмотрения релятивистского спинорного 
уравнения Дирака [41].  
 
7.3. Релятивистское уравнение первого порядка 
 

Рассмотрим частицы, которые описываются волновым уравнением 
первого порядка:  

01 0
m ci i

c t
     

t r tre e e ψ





.      (7.22) 
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Рассмотрим решение данного уравнения в виде плоской волны с 
частотой   и волновым вектором k


. В этом случае зависимость 

частоты от волнового вектора имеет две ветви: 
2 4

2 2 0
2

m cc k   



.       (7.23) 

Будем искать решение в виде: 

  0 exp
m c

i k i i t + i k r
c





 
    

 
1 2 3ψ e e e

  
 


=  ,   (7.24) 

где   - произвольный седеон с постоянными компонентами, не 
зависящими от пространственных координат и времени. 
Непосредственная подстановка (7.24) в (7.23) показывает, что 
выражение (7.24) действительно является решением, поскольку 
выражение в круглых скобках представляет собой седеонный делитель 
нуля: 

0 0 0
m c m c

i k i i k i
c c
            

   
1 2 3 1 2 3e e e e e e

 

 
.   (7.25) 

Более подробно решение в виде плоской волны будет рассмотрено в 
разделе 8.6. 
 
7.4. Заключение 
 

Можно сделать некоторые общие утверждения относительно вида 
волновой функции частицы в стационарном состоянии, 
соответствующем определенным собственным значениям оператора 

3a . В стационарном состоянии с энергией E  волновая функция имеет 
вид 

( , ) ( ) i tr t r e 
 

   ,        (7.26) 

где частота /E   . В состояниях, соответствующих определенным 
собственным значениям оператора 3a , пространственная часть 
волновой функции может быть представлена в виде (7.18), так что  

    ( ) ( )
1 2( , ) 1 ( ) ( ) i tr t r i r e  

     3 1 2a F a a F  
 + .  (7.27) 
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Данная функция имеет достаточно ясную геометрическую структуру. 
Действительная и мнимая части компоненты  1 i te   3a  являются 
комбинацией абсолютного скаляра и абсолютного вектора, 
параллельного оси Z, осциллирующих с частотой  . Разность фаз 
меду скалярной и векторной компонентами равна 0 в случае 1   или 
  в случае 1   . С другой стороны, действительная и мнимая части 
компоненты   i ti e  1 2a a  имеют форму вектора, вращающегося с 
частотой   в плоскости, перпендикулярной оси Z. Направление 
вращения зависит от знака  . При этом конкретная пространственно-
временная структура волновой функции определяется частным видом 
седеон-скалярных функций ( )

1 ( )rF   и ( )
2 ( )rF  . 

Таким образом, в стационарном состоянии с энергией E  волновая 
функция частицы с определенной проекцией спина имеет структуру 
седеонного осциллятора с линейной продольной (по отношению к 
направлению спина) и круговой перпендикулярной компонентами. 
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Глава 8. Массивные поля 
 
 

Попытки обобщения волнового уравнения второго порядка для 
массивных полей на основе различных систем гиперкомплексных 
чисел были предприняты в работах [15, 42-45]. Авторы обсуждали 
возможность конструирования полевых уравнений, сходных с 
уравнениями электродинамики, но для массивного “фотона”. В 
частности, были сделаны попытки представить волновое уравнение в 
виде системы уравнений первого порядка, аналогичных уравнениям 
Максвелла. Однако получаемые так называемые уравнения Прока-
Максвелла содержат как потенциалы, так и напряженности полей 
[15,45], т.е. переход к другим переменным выполнен не полностью. С 
другой стороны, есть ряд исследований, посвященных обобщению 
волнового уравнения Дирака на основе гиперкомплексных чисел 
[22,46-49]. При таком подходе волновая функция имеет скалярно-
векторную структуру, и гиперкомплексное уравнение Дирака может 
быть переформулировано как волновое уравнение для потенциала 
поля.  

Рассмотрение многокомпонентных волновых функций является 
неизбежной необходимостью при описании спиновых и 
пространственно-временных свойств полей и релятивистских 
квантовых систем. С другой стороны, последовательный 
релятивистский подход требует равноправного рассмотрения 
пространственных и временных свойств физических величин, поэтому 
требования релятивисткой инвариантности приводят нас к 
шестнадцатикомпоннтным алгебрам, учитывающим симметрию по 
отношению к операциям пространственной и временной инверсии. 
Существуют несколько подходов при развитии теории на основе 
шестнадцатикомпоннтных структур. Один из них связан с 
применением седенионов Кэли-Диксона [4,50]. Однако существенным 
недостатком этих величин является их неассоциативность. Другой 
подход основан на применении гиперкомплексных 
многокомпонентных векторов, образующих ассоциативные алгебры 
[14]. Основная идея таких векторов – это введение дополнительного 
единичного вектора, ортогонального пространственным ортам. 
Однако применение этих величин в квантовой механике и теории поля 
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рассматривается, в основном, как одна из возможных абстрактных 
алгебраических схем для переформулировки уравнений Клейна-
Гордона и Дирака, но не затрагивает физическую сущность этих 
уравнений.  

В данной главе мы рассматриваем массивные поля, описываемые 
волновыми уравнениями первого и второго порядка на основе 
седеонных потенциалов и пространственно-временных операторов.  
 
8.1. Обобщенное седеонное уравнение для барионного поля 
 
Рассмотрим седеонное волновое уравнение для свободного массивного 
поля:  

0 01 1 0
m c m c

i i i i
c t c t
                 

1 2 3 1 2 3e e e e e e W
 


 

,  (8.1) 

где W  - седеонный потенциал. Введем для удобства новые операторы: 

0

1 ,

.

c t
m cm


 






         (8.2) 

Тогда уравнение (8.1) принимает следующий вид: 

   0.i i m i i m        1 2 3 1 2 3e e e e e e W
 

     (8.3) 

Выберем потенциал в виде 

a i b i c i d iA B C D       1 2 3 1 2 3W e e e e e e
  

 ,    (8.4) 

где компоненты , , , , , , ,a b c d A B C D
  

 являются действительными 
функциями координат и времени. Вводя скалярные и векторные поля, 
согласно следующим определениям: 
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,
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     (8.5) 

мы получаем  

  
,

i i m a i b i c i d iA B C D

e i f i g i h iE F G H

          

        
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1 2 3 1 2 3

e e e e e e e e e
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    (8.6) 

и волновое уравнение (8.3) сводится к  

   0i i m e i f i g i h iE F G H            1 2 3 1 2 3 1 2 3e e e e e e e e e
   

.  (8.7) 

Производя действие оператора в левой части уравнения и разделяя 
величины с различными пространственно-временными свойствами, 
получаем систему уравнений для полей, аналогичную системе 
уравнений Максвелла в электродинамике: 
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      (8.8) 

Данные уравнения обладают специфической калибровочной 
инвариантностью. Нетрудно проверить, что поля (8.5) и уравнения 
(8.8) не изменяются при следующих подстановках для потенциалов:  

,
,
,
,

,

,

,

,

a c

b d

c a

d b

d

c

b

a

a a m
b b m
c c m
d d m

A A
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C C

D D

 
 
 
 









  

  

  

  

 

 

 

 

  

  

  

  

       (8.9) 

где a , b , c , d  - произвольные скалярные функции, 
удовлетворяющие однородному уравнению Клейна-Гордона.  

Умножая каждое из уравнений (8.8) на соответствующую 
напряженность поля и складывая, получаем: 
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 (8.10) 

Введем следующие обозначения: 

 

 

2 2 2 2 2 2 2 21 ,
8

.
4

w e f g h E F G H

cP eH fG gF hE i E H i G F





        

             

  

       
  (8.11) 

Тогда уравнение (8.9) может быть представлено в виде: 

  0w P
t


   



 
.       (8.12) 

Это аналог теоремы Пойнтинга для массивных полей. При этом 
величина w  играет роль плотности энергии поля, а P


 - вектора 

плотности потока энергии. Знаки “минус” в выражениях (8.11) 
выбраны в соответствии с тем, что взаимодействие между барионами 
носит характер притяжения, как и в гравитационном взаимодействии. 
 
8.2. Неоднородное уравнение барионного поля 
 

Рассмотрим неоднородное седеонное уравнение для барионного 
поля с феноменологическим источником. В этом случае потенциал 
поля удовлетворяет уравнению 

   .i i m i i m        1 2 3 1 2 3e e e e e e W J
 

      (8.13) 

По аналогии с гравитодинамикой мы рассмотрим источник 
барионного поля следующего вида:  

44 B B= i j
c


 1 2J e e


 ,      (8.14) 
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где B  - объемная плотность барионного заряда, а Bj


 - плотность 
барионного тока. В этом случае мы можем описать барионное поле 
укороченным потенциалом вида 

i b C1 2W e e


 = ,        (8.15) 

где  ,b r t  является скалярной частью, а  ,C r t
   векторной частью 

четырехмерного барионного потенциала. При этом отличны от нуля 
только следующие напряженности поля:  

  ,
,

,

,

.

e b C

g mb

E i C

F mC

H C b

    

 

    
 

  



 



 

       (8.16) 

Волновое уравнение (8.13) принимает вид 

  
44 .B B

i i m e i g iE F H

i j
c




        

  

1 2 3 2 1 3

1 2

e e e e e e

e e

   

     (8.17) 

Тогда система уравнений для барионного поля записывается виде: 
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    (8.18) 
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С другой стороны, применяя к уравнению (8.17) оператор 
 i i m   1 2 3e e e


, мы получаем следующие волновые уравнения для 

напряженностей барионного поля: 

   
 
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2 2
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m e j
c

m g m
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c
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c

m H j
c

 

 





 

         
 

     

     

        

         
 

 

 

  

 

   (8.19) 

Предполагая сохранение барионного заряда 

 1 0B Bjc
    

 
,       (8.20) 

мы можем выбрать напряженность скалярного поля e  равной нулю. 
Это эквивалентно следующему калибровочному условию: 

  0b C   


,        (8.21) 

аналогичному условию калибровки Лоренца в электродинамике.  
 

8.3. Стационарное поле точечного скалярного источника 

В стационарном случае 0Bj 


, и потенциал поля может быть 
выбран в виде скалярного потенциала  

 i b r1W e  = .        (8.22) 

Тогда отличны от нуля только две компоненты поля: 

,

.

g mb

H b

 

 
          (8.23) 
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Для них уравнения имеют вид: 

 

.

4 ,

0 ,

0

BH mg

g mH

H

   

  

   

 

 

 
      (8.24) 

Рассмотрим точечный источник барионного поля. В этом случае 
плотность барионного заряда равна  

 B Bq r 
 ,        (8.25) 

где Bq  - точечный барионный заряд. Тогда стационарное волновое 
уравнение может быть записано в сферических координатах в 
следующей форме:  

   
2 2

2 0
2 2

1 4 B
m cr b r q r

r rr
 

           

 


.    (8.26) 

Частным решением уравнения (8.26) является  

0expB m cq
b r

r
   
 

.       (8.27) 

Таким образом, стационарное барионное поле точечного источника 
имеет скалярную и векторную компоненты  

0 0expB
B

m c m cq
g r

r
    
  

,      (8.28) 

0 0
0

1 expB
B

m c m cq
H r r

r r
        
   

 

 
,     (8.29) 

где 0r
  - единичный радиус-вектор. 
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8.4. Барион - барионное взаимодействие 
 
Рассмотрим взаимодействие двух неподвижных точечных барионов за 
счет перекрытия их полей. Учитывая, что барионное поле в этом 
случае представляется суммой двух полей: 1 2B Bg g g   и 

1 2B BH H H 
  

, из выражения (8.11) следует, что энергия 
взаимодействия двух барионов равна 

  1 2 1 2
1

4BB B B B BW g g H H dV


   
 

,    (8.30) 

где интеграл берется по всему пространству. Подставляя сюда (8.28) и 
(8.29), получаем, что энергия барион-барионного взаимодействия 
равна 

01 2 expB B
BB

m cq q
W R

R
    
 

,     (8.31) 

где R  - расстояние между барионами. Здесь мы предполагаем, что 
взаимодействие между барионами имеет характер притяжения.  
 
 
8.5. Седеонное уравнение для лептонного поля  
 

В работе [22] была высказана гипотеза, что лептонное поле 
описывается седеонным уравнением первого порядка, аналогичным 
уравнению Дирака. В седеонной алгебре однородное уравнение 
первого порядка записывается следующим образом: 

  0.i i m    1 2 3e e e W


        (8.32) 

В уравнении (8.32) базисные элементы 1e , 2e , 3e  и 1a , 2a , 3a  играют 
роль пространственно-временных операторов, которые преобразуют 
волновую функцию W  посредством изменения ее пространственно-
временной структуры. Выбирая потенциал в виде (8.4), мы получаем, 
что седеонное уравнение (8.32) эквивалентно следующей системе 
уравнений:  
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     (8.33) 

Фактически эти уравнения описывают специальные поля, у которых 
напряженности равны нулю [22] (см. выражение (8.5)). 

Умножая скалярно каждое уравнение системы (8.33) на 
соответствующие компоненты потенциала W  и складывая, получаем: 
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    
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    (8.34) 

Введем следующие обозначения: 

 2 2 2 2 2 2 2 21W
8

a b c d A B C D


       
  

,    (8.35) 

 4
cS aD bC cB dA i A D i C B


             
       

.   (8.36) 

Тогда уравнение (8.34) может быть представлено в виде: 
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 W 0S
t


   




.       (8.37) 

Это выражение является аналогом теоремы Пойнтинга для массивных 
полей (описываемых уравнением первого порядка), записанным для 
потенциалов поля.  
 
8.6. Решение в виде плоской волны 
 

Однородное волновое уравнение первого порядка  

01 0
m c

i i
c t
      

1 2 3e e e W





    (8.38) 

имеет решение в виде плоской волны. Будем искать потенциал в виде: 

  exp i t +i k r W U
  = ,     (8.39) 

где   - частота, k


- волновой вектор. Амплитуда волны U  не зависит 
от координат и времени. В этом случае зависимость частоты от 
волнового вектора имеет две ветви: 

2 4
2 2 0

2

m cc k   


.       (8.40) 

Подставляя (8.39), с учетом (8.40), в исходное уравнение (8.38), 
получаем: 

0 0
m c

i k i
c
    

 
1 2 3e e e U





.     (8.41) 

Введем для удобства следующие обозначения: 

c


   , 

0m c
m 


. 

Тогда уравнение (8.41) запишется следующим образом: 

  0i k i m    1 2 3e e e U


 .      (8.42) 

Выберем амплитуду волновой функции в виде (8.4): 
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a i b i c i d iA B C D       1 2 3 1 2 3U e e e e e e
  

 ,       

где , , ,a b c d  - произвольные постоянные, а , , ,A B C D
  

 - произвольные 
векторы. Тогда уравнение (8.42) принимает вид 

 
  0.

i k i m

a i b i c i d iA B C D

   

        

1 2 3

1 2 3 1 2 3

e e e

e e e e e e



     (8.43) 

Введем параллельные и перпендикулярные (по отношению к 
волновому вектору k


) компоненты векторного потенциала: 

||

||

||

||

,

,

,

.

A A A

B B B

C C C

D D D









 

 

 

 

  

  

  

  

.        (8.44) 

Тогда, производя седеонное умножение в уравнении (8.43), мы 
получаем три системы уравнений: 

||

||

||

||

0,
0,

0,
0,

b kC imd
a kD imc
d kA imb
c kB ima









   

   

   

   

        (8.45) 

|| ||

|| ||

|| ||

|| ||

0,
0,

0,
0,

B kс imD
A kd imC
D ka imB
C kb imA









   

   

   

   

       (8.46) 

0,

0,

0,

0,

B i k C imD

i A k D mC

i D k A mB

i C k B mA









  

  

  

  

      
      
      
      

  

 

  

 

     (8.47) 
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где величины ||A , ||B , ||C  и ||D  представляют собой проекции 

соответствующих векторов на вектор k


. Из уравнений (8.45) 
получаем следующие соотношения: 

||

||

||

||

,

,

,

.

mA d i b
k k

mB c i a
k k

mC b i d
k k

mD a i c
k k










 


 


 


 

       (8.48) 

С другой стороны, из уравнений (8.47) получается 

,

.

im iC A k B

im iD B k A

 

 

  

  

     

     

  

  
     (8.49) 

Тогда амплитуда U  может быть записана как 

 

 

2

2

1 1 .

a i b i c i d

ki d mb c i ma
k

kb i md a i mc
k

m miA B i A i B

i k A i k B

 

 

 

 

   

 

   

    

    

   
 

          

1 2 3

1 1

2 2 3 3

1 2 3

3 2

U e e e

e e

e e e e

e e e

e e






  

  

    (8.50) 

Соотношение (8.50) можно представить в более компактной форме: 

   2

1 1 .ki k i m i a i b i c i d i A B
k


  

             
1 2 3 2 1 2 3 1U e e e e e e e e


  

  (8.51) 

Подставляя (8.51) в уравнение (8.42), можно видеть, что с учетом 
(8.40) это уравнение удовлетворяется при любых параметрах 

, , ,a b c d , ,A B 

 
, поскольку  
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   0i k i m i k i m      1 2 3 1 2 3e e e e e e
 

.   (8.52) 

Выражение в круглых скобках является так называемым седеонным 
делителем нуля. 

Таким образом, в общем случае решение уравнения (8.32) может 
быть записано в виде плоской волны общего вида: 

  0 exp
m c

i k i i t + i k r
c





 
    

 
1 2 3W e e e M

   


= ,   (8.53) 

где M  - произвольный седеон с постоянными компонентами, не 
зависящими от пространственных координат и времени.  

 
8.7. Неоднородное уравнение лептонного поля 

Рассмотрим неоднородное уравнение, соответствующее уравнению 
(8.32):  

  .i i m    1 2 3e e e W I


         (8.54) 

Здесь седеонный источник I  описывает лептонные заряды и 
соответствующие токи. Выбирая потенциал W  в виде (8.4), мы 
получаем следующее уравнение для напряженностей лептонного поля:  

0e i f i g i h iE F G H         1 2 3 1 2 3e e e e e e I I
   

.   (8.55) 

Данное уравнение означает, что напряженности лептонного поля 
отличны от нуля только в области источников. 

Рассмотрим лептонный источник в виде 
44 L Li j
c


  2 1I e e


 ,       (8.56) 

где L - объемная плотность лептонного заряда, Lj


 - объемная 
плотность лептонного тока. В этом случае уравнение (8.55) 
записывается в следующем виде: 

44 L Li g F i j
c


    2 1 2 1e e e e
 

.     (8.57) 

Применяя к (8.57) оператор  i i m   1 2 3e e e


 и разделяя величины с 

различными пространственно-временными свойствами, имеем 
следующие уравнения для напряженностей лептонного поля: 



 

 72 

   

4 ,
4 ,

14 ,

4 ,

14 .

L

L

L L

L

L L

g

F j
c

g F j
c

F j
c

F g j
c




 



 





         
 

        

      
 

 

   

   

  

     (8.58) 

Предполагая сохранение лептонного заряда: 

 1 0L Ljc
    

 
,        (8.59) 

мы получаем следующее калибровочное условие:  

  0g F   
 

,       (8.60) 

которое аналогично условию калибровки Лоренца, но только не для 
потенциалов, а для напряженностей лептонного поля. 

Рассмотрим стационарное лептонное поле, создаваемое скалярным 
точечным источником. В этом случае 

 L Lq r 
 ,       (8.61) 

где Lq  является точечным лептонным зарядом. Тогда напряженность 
скалярного лептонного поля равна 

   4L Lg r q r 
  .       (8.62) 

Поскольку напряженность поля отлична от нуля только в области 
источника, это означает, что два точечных лептона взаимодействуют 
только тогда, когда они находятся в одной и той же точке 
пространства. Энергия взаимодействия двух точечных зарядов 1Lq  и 

2Lq  в этом случае равна 

 1 2 1 2
1 4

4LL L L L L
V

W g g dV q q R 


   


,   (8.63) 

где R


 - расстояние между лептонами. 
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8.8. Барион – лептонное взаимодействие 
 

Взаимодействие барионов с лептонами осуществляется за счет 
перекрытия скалярных полей Bg  и Lg . В случае точечного бариона и 
точечного лептона поля определяются выражениями (8.28) и (8.68), 
так что энергия взаимодействия равна 

1
4BL B L

V

W g g dV


   .        (8.64) 

В итоге получаем: 

0 0expB L
BL

m c m cq qW R
R

    
  

,      (8.65) 

где R  - расстояние между барионом и лептоном.  
 
8.9. Заключение 
 

Таким образом, рассмотрено седеонное обобщение уравнений, 
описывающих массивные поля. Показано, что такой подход позволяет 
построить для массивных полей теорию, аналогичную теории 
безмассового электромагнитного поля в классической 
электродинамике.  

Рассмотрено седеонное волновое уравнение второго порядка для 
седеонной волновой функции. Показано, что это уравнение может 
быть интерпретировано как уравнение для потенциалов барионного 
поля. Продемонстрировано, что волновое уравнение второго порядка 
для потенциалов может быть представлено в виде системы уравнений 
первого порядка для напряженностей поля, аналогичной системе 
уравнений Максвелла. Определены понятия плотности энергии и 
плотности потока энергии массивного поля. Получено выражение, 
описывающее закон сохранения энергии массивного поля, 
аналогичное теореме Пойнтинга в электродинамике. Показано, что 
поле точечных барионов описывается потенциалами типа 
потенциалов Юкавы. Рассмотрено взаимодействие двух точечных 
барионов, обусловленное перекрытием скалярных и векторных полей; 
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рассчитана зависимость энергии взаимодействия барионов от 
расстояния между ними.  

Предполагая, что лептонное поле описывается волновым 
уравнением первого порядка, показано, что напряженности лептонных 
полей отличны от нуля только в области источников, поэтому 
точечные лептоны взаимодействуют только тогда, когда они 
находятся в одной и той же точке пространства. Найдено решение 
однородного седеонного уравнения первого порядка в виде плоской 
волны.  

Показана возможность описания барион-лептонного 
взаимодействия в терминах перекрытия скалярных полей.  
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Глава 9. Нейтринное поле 
 
 
 
9.1. Седеонные уравнения нейтринного поля 
 

Среди решений седеонного однородного волнового уравнения 
гравитоэлектромагнитного поля есть особый класс, удовлетворяющий 
седеонному уравнению первого порядка следующего вида [18]: 

1 0i
c t 
     

t re e W


 .      (9.1) 

Поле, удовлетворяющее данному уравнению, мы будем называть 
нейтринным полем. Основываясь на аналогии с 
гравитоэлектромагнетизмом (см. (6.12)), рассмотрим потенциал W  в 
виде 

,i A   t rW e e


         (9.2) 

где   и A


 - комплексные скалярный и векторный потенциалы 
нейтринного поля: 

,e gi            (9.3) 

.e gA A iA  
  

        (9.4) 

Таким образом, уравнение для свободного нейтринного поля может 
быть представлено в следующей форме: 

 1 0i i A
c t  
      

t r t re e e e


.     (9.5) 

Действуя оператором  
1i
c t

 

t re e


  

на уравнение (9.5),имеем 

 
2

t r2 2

1 0i A
c t  

 
     

e e


.     (9.6) 
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Отсюда, разделяя величины с различными пространственно-
временными и зарядовыми свойствами, мы получаем волновые 
уравнения для потенциалов: 

2

2 2

1 0,ec t


 
    

         (9.7) 

2

2 2

1 0,gc t


 
    

         (9.8) 

2

2 2

1 0,eA
c t

 
    


         (9.9) 

2

2 2

1 0.gA
c t

 
    


       (9.10) 

Это показывает, что потенциалы нейтринного поля e , g , eA


, gA


 
удовлетворяют таким же волновым уравнения второго порядка, что и 
потенциалы гравитоэлектромагнитного поля, однако уравнение (9.5) 
выделяет только те решения, у которых напряженности 
электрического (гравитэлектрического) и магнитного 
(гравитомагнитного) полей равны нулю. Действительно, производя 
седеонное умножение в уравнении (9.5), имеем  

 1 1 0.
A

A A
c t c t

 
  




              tr tre e


   
  (9.11) 

Разделяя в (9.11) величины с различными пространственно-
временными свойствами, мы получаем следующую систему 
уравнений для потенциалов нейтринного поля: 
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 

 

1 0,

1 0,

0,

1 0,

1 0,

0.

e
e

e
e

e

g
g

g
g

g

A
c t

A
c t

A

A
c t

A
c t

A










  




 


   


   



 


   















      (9.12) 

Таким образом, можно предполагать, что уравнение (9.5) 
описывает специфическое гравитоэлектромагнитное поле, у которого 
потенциалы e  и eA


 описывают электромагнитную компоненту, а 

потенциалы g  и gA


 - гравитационную компоненту нейтринного 
поля.  
 
9.2. Соотношения второго порядка для нейтринного поля  

 
Умножая уравнение (9.5) на потенциал W  слева, имеем 

следующее седеонное уравнение : 

   1 0.i A i i A
c t    
       

t r t r t re e e e e e
 

   (9.13) 

Производя в нем умножение и разделяя величины с различными 
пространственно-временными свойствами, мы приходим к 
соотношениям второго порядка для потенциалов нейтринного поля: 

   2 21 0,
2

A A
c t     


   


 
       (9.14) 

  0A A     
 

,          (9.15) 

1 0AA A A
c t


     

                


   

,    (9.16) 
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     2 21 1 0.
2

A A A A
c t       


      


    
    (9.17) 

Раскрывая скобки и принимая во внимание, что 0ε εe g , получаем 
следующие четыре соотношения: 

     2 2 2 21 0,
2 e e g g e e g gA A A A

c t
   


        



    
   (9.18) 

   
   

2 2 2 21 1
2

0,

e e g g e e g g

e e g g

A A A A
c t

A A A A

   
     



     

   

          (9.19) 

    0,e e g gA A A A           
    

       (9.20) 

1

0.

ge
e g

e e g g e e g g

AAA A
c t t

A A A A   

               
                      


 

      
  (9.21) 

С другой стороны, умножая уравнение (9.5) на  i A  t re e


 слева, 

мы получаем другое седеонное уравнение: 

   1 0.i A i i A
c t    
        

t r t r t re e e e e e
 

    (9.22) 

После умножения и разделения величин с различными 
пространственно-временными свойствами, выражение (9.22) 
приводится к системе четырех уравнений:  

     2 21 0,
2

A A A
c t        


     


   
    (9.23) 

  0,A A     
 

          (9.24) 

1 0,AA A
c t


  

          


 

       (9.25) 
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   2 21 1 0.
2

AA A A A
c t t

 
     


 

              


    

  (9.26) 

Раскрывая скобки и принимая во внимание, что 0ε εe g , мы получаем 
следующие четыре соотношения: 

 
       

2 2 2 21
2

0,

e e g g

e e g g e e g g

A A
c t

A A A A

 

   


  



          

 

          (9.27) 

 

   

2 2 2 21
2

1

0,

e e g g

g ge e
e e g g

e e g g

A A

AA
A A

c t t t t

A A A A

 


 

   

        
     

    

 


 

    

      (9.28) 

    0,e e g gA A A A           
    

       (9.29) 

1 0.ge
e g e e g g

AAA A A A
c t t

 
                            


    

 (9.30) 

Выражения (9.18), (9.19), (9.27) и (9.28) являются аналогами теоремы 
Пойнтинга и инвариантов Лоренца для нейтринного поля. 
 
9.3. Решение в виде плоской волны 
 

Волновое уравнение первого порядка для нейтринного поля 

1 0i
c t 
     

t re e W


        (9.31) 

имеет решение в виде плоской волны:  

  expv v i t +i k r W U
  = .     (9.32) 

В этом случае дисперсионное соотношение имеет вид 

ck   ,         (9.33) 
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где k  - модуль волнового вектора. Решение уравнения (9.31) в виде 
плоской волны можно получить непосредственно из решения 
уравнения первого порядка для массивного поля (8.44), приравнивая 
массу кванта поля нулю. В общем случае, решение уравнения (9.31) 
может быть записано в виде плоской волны следующего вида: 

  expv vi k i t + i k r
c





    
 

1 2W e e M
   = ,   (9.34) 

где vM  - произвольный седеон с постоянными компонентами, не 
зависящими от пространственных координат и времени.  

Проанализируем это решение. Предположим, что волновой вектор 
k


 направлен вдоль оси z. Тогда уравнение (9.31) записывается 
следующим образом: 

1 0
c t z 
       

tr 3e a W ,      (9.35) 

где vi  tW e W  . Его решение представляется в виде двух волн: 

    1 expv vk i t + i k r     tr 3W e a M
  = ,   (9.36) 

    1 expv vk i t + i k r    tr 3W e a M
  = .    (9.37) 

Заметим, что vW  соответствует положительной ветви дисперсионного 
соотношения (9.33) и описывает частицу с положительной энергией, в 
то время как vW  соответствует отрицательной ветви дисперсионного 
соотношения (9.33) и описывает частицу с отрицательной энергией. 
Кроме того, как видно, волны (9.36) и (9.37) являются собственными 
функциями оператора спина: 

1ˆ
2zS  tr 3e a .        (9.38) 

Действительно, можно проверить, что vW  удовлетворет уравнению  

ˆ
z v z vS S W W  ,        (9.39) 
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где собственные значения 1/ 2zS   . Таким образом, волна vW  
описывает частицу со спиральностью 1/ 2zS   , в то время как волна 

vW  описывает античастицу со спиральностью 1/ 2zS   . 
 
 
9.4. Скалярный нейтринный источник 
 

Рассмотрим неоднородное уравнение нейтринного поля вида 

1
vi

c t 
     

t re e W I


  ,      (9.40) 

где vI  - феноменологический источник. Выберем скалярный источник 
в виде 

4v v I ,        (9.41) 

где v  является плотностью нейтринного заряда и имеет две 
компоненты: 

ve vgi    .       (9.42) 

Выбирая потенциал W  в виде (9.2): 

,i A   t rW e e


        (9.43) 

получаем уравнение нейтринного поля в следующей форме: 

 1 4 vi i A
c t   
      

t r t re e e e


.    (9.44) 

Отсюда следует, что отлична от нуля только напряженность 
скалярного поля vf : 

4v vf  .        (9.45) 

Для точечного источника плотность нейтринного заряда равна 

( )v vq r 
 ,       (9.46) 

где vq - точечный нейтринный заряд:  

e gq q iq    .       (9.47) 
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Тогда энергия взаимодействия двух точечных нейтринных зарядов 
может быть представлена следующим образом: 

1 2 1 2

1
4v v v vW f f dV


  .      (9.48) 

Подставляя сюда (9.45) и (9.46), получаем 

 1 2 1 2 1 24 ( )v v ve ve vg vgW q q q q R  


,     (9.49) 

где R


 - расстояние между точечными нейтринными зарядами. 
 
 
9.5. Заключение 
 

Таким образом, в данной главе мы развили описание безмассового 
нейтринного поля на основе пространственно-временной алгебры 
шестнадцатикомпонентных седеонов. Получены соотношения второго 
порядка для потенциалов нейтринного поля, аналогичные 
соотношениям для энергии и инвариантов Лоренца 
гравитоэлектромагнитного поля. Приводится решение волнового 
уравнения первого порядка для безмассового поля в виде плоской 
волны. Получено выражение для энергии взаимодействия нейтринных 
зарядов. 
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Глава 10. Суперсимметричные уравнения поля 

 
 

В классической электродинамике поле описывается скалярным   и 
векторным A


 потенциалами [26]. При этом, напряженности 

электрического и магнитного полей определяются следующим 
образом: 

,

.

E A

H A

  

   

 

        (10.1) 

Здесь 


 - оператор Гамильтона (оператор набла) и мы использовали 
дифференциальный оператор по времени в следующей форме: 

1
c t


 


,      (10.2) 

где c – скорость света. Потенциалы удовлетворяют калибровке 
Лоренца  

  0A   


.      (10.3) 

Уравнения электромагнитного поля являются калибровочно 
инвариантными. Подстановки вида  

,

,A A

  



 

 
         (10.4) 

не изменяют (см. 10.1) электрическое и магнитное поля. Здесь ( , )r t   - 
произвольная скалярная функция удовлетворяющая, в силу 
калибровки Лоренца (10.3), однородному волновому уравнению. 
Однако, в случае, когда масса кванта поля не равна нулю, существует 
проблема нарушения калибровочной инвариантности. 

В настоящей главе седеонный подход используется для 
конструирования симметричных полевых уравнений. Обсуждается 
калибровочная инвариантность суперсимметричных седеонных 
уравнений массивных и безмассовых полей.  
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10.1. Суперсимметричное уравнение второго порядка  
для массивного поля 

 
Рассмотрим седеонное волновое уравнение второго порядка для 

массивного поля [19]:  

   .i i m i i m        t r tr t r tr m me e e e e e W J
 

      (10.5) 

где mW  - седеонный потенциал, mJ  - феноменологический седеонный 
источник массивного поля (индекс m). Эдесь и далее используются 
следующие операторы: 

0

1 ,

,

.

c t

x y z
m c

m


 


  

   
  



1 2 3a a a




    (10.6) 

Выберем потенциал в следующем виде:  

1 2 3 4 1 2 3 4ia ia a ia A A A iA       m t r tr r t trW e e e e e e
   

 ,   (10.7) 

где компонентыs Sa  и SA


 являются функциями координат и времени. 
Здесь и далее индекс S принимает следующие значения: S = 1, 2, 3, 4. 
Также мы выберем источник поля в следующей форме:  

1 2 3 4 1 2 3 4= i i i j j j j i          m t r tr r t trJ e e e e e e
   

 ,  (10.8) 

где S S4    ( k   - объемные плотности зарядов), а S S

4j j
c
 

 
 ( Sj


 - 

объемные плотности токов). Перемножая операторы в левой части 
уравнения (10.5), мы получаем следующие волновые уравнения для 
скалярных и векторных компонентов потенциалов: 

 
 

2 2
S S

2 2
S S

,

.

m a

m A j

    

    
         (10.9) 

Введем напряженность скалярного поля Sg  и напряженность 
векторного поля SG


 согласно следующим определениям: 
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 
 
 
 

1 1 1 4

2 2 2 3

3 3 3 2

4 4 4 1

1 1 1 2 4

2 2 2 1 3

3 3 3 4 2

4 4 4 3 1

,

,

,

,

,

,

,

.

g a A ma

g a A ma

g a A ma

g a A ma

G A a i A mA

G A a i A mA

G A a i A mA

G A a i A mA

     

     

     

     

       
       
       
       









    

    

    

    

   (10.10) 

Заметим, что определения напряженностей поля (10.10) имеют 
специфическую калибровочную инвариантность. Нетрудно проверить, 
что Sg  и SG


 не изменяются при следующих заменах потенциалов:  

1 1 1 4

2 2 2 3

3 3 3 2

4 4 4 1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

,
,
,
,

,

,

,

.

a a m
a a m
a a m
a a m

A A

A A

A A

A A

 
 
 
 









  

  

  

  

 

 

 

 

  

  

  

  

       (10.11) 

Здесь 1 , 2 , 3 , 4  являются произвольными скалярными 
функциями, удовлетворяющими однородному волновому уравнению 
Клейна-Гордона. Принимая во внимание (10.10) мы имеем 

   1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 ,

i i m ia ia a ia A A A iA

g ig ig ig G iG G G

          

        

t r tr t r tr r t tr

tr t r tr r t

e e e e e e e e e

e e e e e e

   

      (10.12) 

и исходное волновое уравнение (10.5) принимает следующий вид: 
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  1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 .

i i m g ig ig ig G iG G G

i i i j j j j i   

          

        

t r tr tr t r tr r t

t r tr r t tr

e e e e e e e e e

e e e e e e

   

     (10.13) 

Производя действие оператора в левой части уравнения (10.13) и 
разделяя величины с различными пространственно-временными 
свойствами, мы получаем систему уравнений для напряженностей 
поля аналогичную системе уравнений Максвелла в электродинамике: 

 
 
 
 

1 1 4 1

2 2 3 2

3 3 2 3

4 4 1 4

1 1 2 4 1

2 2 1 3 2

3 3 4 2 3

4 4 3 1 4

,

,

,

,

,

,

,

.

g G mg

g G mg

g G mg

g G mg

G g i G mG j

G g i G mG j

G g i G mG j

G g i G mG j









    

    

    

    

        
        
        
        









    

    

    

    

   (10.14) 

Уравнения (10.14) инвариантны по отношению к следующим 
подстановкам: 

1 1 1 4

2 2 2 3

3 3 3 2

4 4 4 1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

,
,
,
,

,

,

,

,

g g m
g g m
g g m
g g m

G G

G G

G G

G G

 
 
 
 









  
  

  

  

 

 

 

 

  

  

  

  

     (10.15) 

Умножая скалярно каждое из уравнений (10.14) на соответствующие 
напряженности поля и складывая, мы получаем: 
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 
       

       
       

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 2 1 3 4 4 3

1 1 2 2 3 3 4 4 1

1
2

g g g g G G G G

g G g G g G g G

G g G g G g G g

i G G i G G i G G i G G

g g g g G   

       

        

       

                         

     

   

      

      

          

        1 2 2 3 3 4 4 .j G j G j G j     
    

 (10.16) 

Это выражение является аналогом теоремы Пойнтинга для массивного 
поля. Член 

 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4

1
8

w g g g g G G G G


       
   

   (10.17) 

играет роль плотности энергии поля, в то время как член  

 1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 44
cp g G g G g G g G i G G i G G


             
         (10.18) 

играет роль плотности потока энергии.  
С другой стороны, применяя оператор  i i m  t r tre e e


 к 

уравнению (10.13), мы получаем следующее волновое уравнение для 
напряженностей поля:  

  
 
 
 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 .

i i m i i m

g ig ig ig G iG G G

i i m

i i i j j j j i   

      

        

    

        

t r tr t r tr

tr t r tr r t

t r tr

t r tr r t tr

e e e e e e

e e e e e e

e e e

e e e e e e

 

   



   

  (10.19) 

Разделяя члены с  различными пространственно-временными 
свойствами, мы получаем следующее волновое уравнение для 
напряженностей поля Sg  и SG


: 
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   
   
   
   
 
 
 

2 2
1 1 1 4

2 2
2 2 2 3

2 2
3 3 3 2

2 2
4 4 4 1

2 2
1 1 1 2 4

2 2
2 2 2 1 3

2 2
3 3 3

,

,

,

,

,

,

m g j m

m g j m

m g j m

m g j m

m G j i j mj

m G j i j mj

m G j

 

 

 

 







         

         

         

         

            
            

       

 

 

 

 

    

    

  

 
4 2

2 2
4 4 4 3 1

,

.

i j mj

m G j i j mj

    
            

  

    

       (10.20) 

Нетрудно проверит, что уравнение (10.20) инвариантно по отношению 
к следующим подстановкам: 

     

1 1 1 4

2 2 2 3

3 3 3 2

4 4 4 1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

,
,
,
,

,

,

,

.

m
m
m
m

j j

j j

j j

j j

   
   
   
   









  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

         (10.21) 

В качестве примера рассмотрим поля создаваемые источниками 
одного типа 1  и 1j


. В этом случае массивное поле описывается 

потенциалами 1a  и 1A


: 

1 1ia Am t rW e e


 = .         (10.22) 

Тогда мы имеем только следующие отличные от нуля напряженности 
поля:  
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 1 1 1

4 1

1 1 1

2 1

4 1

,

,

,

,

,

g a A

g ma

G A a

G i A

G mA

    

 

  

    
 



  

 

 

          (10.23) 

и волновое уравнение (10.13) принимает следующий вид: 

  1 4 1 2 4

1 1 .

i i m g ig G iG G

i j

        

  

t r tr r tr t

t r

e e e e e e

e e

  

    (10.24) 

Тогда система уравнений (10.14) может быть переписана в виде 

 
 

 

1 1 4 1

2

4 4 1

1 1 2 4 1

2 1

4 2

4 4 1

,

,

0,

0,

,

0

0,

0.

g G mg

G

g G mg

G g i G mG j

G i G

i G mG

G g mG

    

  

     

        
     

     

   







    

 

 

 

     (10.25) 

Система (10.25) является аналогом уравнений Прока-Максвелла. 
Кроме того, мы имеем следующую систему волновых уравнений для 
напряженностей поля: 

   
 
 
 
 

2 2
1 1 1

2 2
4 1

2 2
1 1 1

2 2
2 1

2 2
4 1

,

,

,

,

.

m g j

m g m

m G j

m G i j

m G mj







       

     

      

        

     

 

  

  

 

       (10.26) 
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Подразумевая сохранение заряда   

 1 1 0j    
 

,             (10.27) 

мы можем выбрать скалярное поле 1g  равным нулю. Это 
эквивалентно следующему калибровочному условию: 

 1 1 0a A    


,             (10.28) 

совпадающему с калибровкой Лоренца в электродинамике. 
 

10.2. Уравнение второго порядка для безмассового поля 

В случае безмассового поля волновое уравнение (10.5) принимает 
следующую форму: 

  i i      t r t r 0 0e e e e W J
 

  ,     (10.29) 

где потенциал 0W  и источник 0J  безмассового поля (индекс 0) могут 
быть выбраны в форме (10.7) и (10.8) как прежде  

1 2 3 4 1 2 3 4ib ib b ib B B B iB       0 t r tr r t trW e e e e e e
   

 ,         (10.30) 

1 2 3 4 1 2 3 4= i i i l l l l i          0 t r tr r t trJ e e e e e e
   

 ,  (10.31) 

где S S4    ( S   - объемные плотности зарядов) и S S

4l l
c
 

 
  

( Sl 


 - объемные плотности токов). Введем скалярные и векторные 
напряженности поля, согласно следующим определениям:  
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 
 
 
 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4 1

1 1 1 2

2 2 2 1

3 3 3 4

4 4 4 3

,

,

,

,

,

,

,

.

h b B

h b B

h b B

h b B

H B b i B

H B b i B

H B b i B

H B b i B

    

    

    

    

      
      
      
      

 

 

 

 

    

    

    

    

      (10.32) 

Заметим, что определения (10.32) инвариантны по отношению к 
следующим подстановкам: 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

,
,
,
,

,

,

,

.

b b
b b
b b
b b

B B

B B

B B

B B














 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

      (10.33) 

Принимая во внимание  (10.32) получаем, что  

  1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 ,

i ib ib b ib B B B iB

h ih ih ih H iH H H

         

        

t r t r tr r t tr

tr t r tr r t

e e e e e e e e

e e e e e e

    

      (10.34) 

и волновое уравнение (10.27) может быть переписано в следующем 
виде: 



 

 92 

  1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 .

i h ih ih ih H iH H H

i i i l l l l i   

          

        

t r tr t r tr r t

t r tr r t tr

e e e e e e e e

e e e e e e

    

       (10.35) 

Производя действие оператора в левой части уравнения (10.35) и 
разделяя величины с различными пространственно-временными 
свойствами, мы получаем две независимых системы уравнений для 
напряженностей поля, аналогичных системе уравнений Максвелла в 
электродинамике. Первая система  

 
 

1 1 1

2 2 2

1 1 2 1

2 2 1 2

,

,

,

.

h H

h H

H h i H l

H h i H l





    

   

       
       

 

 

   

   

      (10.36) 

Эта система инвариантна по отношению к следующим подстановкам: 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

,
,

,

.

h h
h h

H H

H H








 
 

 

 

  

  

       (10.37) 

Умножая скалярно каждое из уравнений (10.36) на соответствующую 
напряженность поля и складывая все уравнения, получаем  

 
   

   
   

   

2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 2 1

1 1 2 2 1 1 2 2

1
2

.

h h H H

h H h H

H h H h

i H H i H H

h h H l H l 

   

    

   

           

     

 

   

   

     

  

       (10.38) 

Это выражение является аналогом теоремы Пойнтинга для 
безмассового поля первого типа. Член 
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 2 2 2 2
1 2 1 2

1
8

w h h H H


   
 

            (10.39) 

играет роль объемной плотности энергии поля, в то время как член  

 1 1 2 2 1 24
cp h H h H i H H


     
            (10.40) 

играет роль объемной плотности потока энергии.  
Вторая система уравнений имеет следующий вид: 

 
 

3 3 3

4 4 4

3 3 4 3

4 4 3 4

,

,

,

.

h H

h H

H h i H l

H h i H l





   

    

       
       

 

 

   

   

     (10.41) 

Эта система инвариантна по отношению к следующим подстановкам: 

3 3 3

4 4 4

3 3 3

4 4 4

,
,

,

.

h h
h h

H H

H H








 

 

 

 

  

  

       (10.42) 

Умножая скалярно каждое из уравнений (10.41) на соответствующую 
напряженность поля и складывая все уравнения, получаем  

 
   

   
   

   

2 2 2 2
3 4 3 4

3 3 4 4

3 3 4 4

3 4 4 3

3 3 4 4 3 3 4 4

1
2

.

h h H H

h H h H

H h H h

i H H i H H

h h H l H l 

   

    

   

           

     

 

   

   

     

  

     (10.43) 

Это выражение является аналогом теоремы Пойнтинга для 
безмассового поля второго типа. Член 
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 2 2 2 2
3 4 3 4

1
8

w h h H H


   
 

          (10.44) 

играет роль объемной плотности энергии поля, в то время как член  

 3 3 4 4 3 44
cp h H h H i H H


     
          (10.45) 

играет роль объемной плотности потока энергии.  
Соответственно, волновые уравнения для напряженностей 

безмассового поля также распадаются на две независимых системы. 
Первая система объединяет потенциалы и источники, 
преобразующиеся в соответствии с преобразованиями Лоренца 
первого типа (см. (2.10)): 

   
   
 
 

2
1 1 1

2
2 2 2

2
1 1 1 2

2
2 2 2 1

,

,

,

.

h l

h l

H l i l

H l i l









       

      

          
          





   

   

    (10.46) 

Вторая система объединяет потенциалы и источники, 
преобразующиеся в соответствии с преобразованиями Лоренца 
второго типа (см. (2.10)): 

   
   
 
 

2
3 3 3

2
4 4 4

2
3 3 3 4

2
4 4 4 3

,

,

,

.

h l

h l

H l i l

H l i l









      

       

          
          





   

   

      (10.47) 

Уравнения (10.46) и (10.47) инвариантны по отношению к 
подстановкам 
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1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

,
,
,
,

,

,

,

.

l l

l l

l l

l l

  
  
  
  









 
  

 

  

 

 

 

 

  

  

  

  

         (10.48) 

Система уравнений (10.36) соответствует обычной системе уравнений 
Максвелла. Покажем это. Если мы предположим сохранение зарядов  

 
 

1 1

2 2

0,

0,

l

l





    

   



         (10.49) 

то, как это следует из (10.46), мы можем выбрать скалярные 
напряженности поля 1h  и 2h  равными нулю, и тогда получаем 
следующую систему: 

 
 

1 1

2 2

1 2 1

2 1 2

,

,

,

.

H

H

H i H l

H i H l





  

  

      
      

 

 

  

  

      (10.50) 

Здесь 1H


 является напряженностью электрического поля; 2H


 является 
напряженностью магнитного поля; 1  - объемная плотность 
электрического заряда; 2  - объемная плотность магнитного заряда; 1l


 

- объемная плотность электрического тока; 2l


 - объемная плотность 
магнитного тока. Принимая во внимание экспериментальный факт, 
что в нашей части вселенной нет магнитных зарядов и токов, 
получаем следующую систему уравнений: 
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 
 

1 1

2

1 2 1

2 1

,

0,

,

0,

H

H

H i H l

H i H

  

  

      
     

 

 

  

  

     (10.51) 

которая совпадает с общепринятой системой уравнений Максвелла. 
 

10.3. Уравнение первого порядка для массивного поля 

Рассмотрим массивное поле, описываемое седеонным уравнением 
первого порядка 

 i i m  t r tr m me e e W = I


  . .    (10.52) 

Здесь mI  - феноменологический источник поля, который может быть 
выбран в следующей седеонной форме: 

1 2 3 4 1 2 3 4d id id id f if f f        m tr t r tr r tI e e e e e e
   

   (10.53) 

где 4k kd d   ( kd   - объемные плотности зарядов) и 4
k kf f

c
 

 
  

( kf 


- объемные плотности токов). Выбирая потенциал mW  в форме 
(10.7) мы можем переписать уравнение (10.52) в следующей 
развернутой форме: 

   1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 .

i i m ia ia a ia A A A iA

d id id id f if f f

          

        

t r tr t r tr r t tr

tr t r tr r t

e e e e e e e e e

e e e e e e

   

     (10.54) 

Это седеонное уравнение эквивалентно следующей системе: 
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 
 
 
 

1 1 4 1

2 2 3 2

3 3 2 3

4 4 1 4

1 1 2 4 1

2 2 1 3 2

3 3 4 2 3

4 4 3 1 4

,

,

,

,

,

,

,

.

a A ma d

a A ma d

a A ma d

a A ma d

A a i A mA f

A a i A mA f

A a i A mA f

A a i A mA f

     

     

     

     

       
       
       
       









   

   

   

   

  (10.55) 

С другой стороны, вводя напряженности массивного поля в 
соответствии с определениями (10.10) мы получаем 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 .

g ig ig ig G iG G G

d id id id f if f f

       

        
tr t r tr r t

tr t r tr r t

e e e e e e

e e e e e e

   

        (10.56) 

Это означает, что напряженности поля не равны нулю только в 
области источников.  

Применяя оператор  i i m  t r tre e e


 к уравнению (10.54), мы 

получаем волновое уравнение второго порядка 

  
 
 
 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4 ,

i i m i i m

ia ia a ia A A A iA

i i m

d id id id f if f f

       

       

    

        

t r tr t r tr

t r tr r t tr

t r tr

tr t r tr r t

e e e e e e

e e e e e e

e e e

e e e e e e

 

   



   

  (10.57) 

которое эквивалентно следующей системе: 
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   
   
   
   
 
 
 

2 2
1 1 1 4

2 2
2 2 2 3

2 2
3 3 3 2

2 2
4 4 4 1

2 2
1 1 1 2 4

2 2
2 2 2 1 3

2 2
3 3 3

,

,

,

,

,

,

m a d f md

m a d f md

m a d f md

m a d f md

m A f d i f mf

m A f d i f mf

m A f d

         

         

         

         

           
           

       









    

    

 

 
4 2

2 2
4 4 4 3 1

,

.

i f mf

m A f d i f mf

   
           

 

    

  (10.58) 

Система уравнений (10.58) инвариантна по отношению к следующим 
подстановкам для источников поля: 

1 1 1 4

2 2 2 3

3 3 3 2

4 4 4 1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

,
,
,
,

,

,

,

.

d d m
d d m
d d m
d d m

f f

f j

f f

f f

 
 
 
 









  
  

   

  

 

 

 

 

  

 

  

  

     (10.59) 

В качестве примера рассмотрим поля создаваемые источниками 
одного типа 4d  и 4f


: 

4 4id f  m r tI e e


 ,            (10.60) 

В этом случае уравнение (10.56) переписывается как 
4 4 4 4ig G id f    r t r te e e e


.      (10.61) 

Применяя оператор  i i m   1 2 3e e e


 к уравнению (10.6) и разделяя 

величины с различными пространственно-временными свойствами 
мы получаем следующие уравнения для напряженностей поля: 
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   

4 4

4 4

4 4 4 4

4 4

4 4 4 4

,

,
1 ,

,

.

g d

G f

g G d f
c

G f

G g f d





       

       

    



 

 

  

         (10.62) 

Подразумевая сохранение заряда 

 4 4 0d f   


,             (10.63 

мы имеем следующее калибровочное условие:  

 4 4 0g G   


,            (10.64 

которое аналогично калибровке Лоренца, но только в данном случае 
записано для напряженностей поля. 

 

10.4. Уравнение первого порядка для безмассового поля 

В случае безмассового поля волновое уравнение первого порядка 
записывается следующим образом: 

 i    t r 0 0e e W I


  ,            (10.67) 

где потенциал 0W  и феноменологический источник 0I  имеют 
следующий вид: 

1 2 3 4 1 2 3 4ib ib b ib B B B iB       0 t r tr r t trW e e e e e e
   

 ,        (10.68) 

1 2 3 4 1 2 3 4i i i i               0 tr t r tr r tI e e e e e e    .  (10.69) 

Здесь S S4    ( S   - объемные плотности зарядов) и S S

4
c
  

   ( S 
  - 

объемные плотности токов). Уравнение (10.67) эквивалентно 
следующей системе: 
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 
 
 
 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

1 1 2 1

2 2 1 2

3 3 4 3

4 4 3 4

,

,

,

,

,

,

,

.

b B

b B

b B

b B

B b i B

B b i B

B b i B

B b i B

















    

    

    

    

      
      
      
      

 

 

 

 

    

    

    

    

      (10.70) 

Уравнения (10.70) инвариантны по отношению к подстановкам 
(10.33). 

10.5. Обобщение градиентной инвариантности 

Градиентная инвариантность седеонных уравнений, описывающих 
массивные поля является свойством оператора  i i m  t r tre e e


 и 

может быть обобщена на более широкий класс скалярно-векторных 
подстановок. Действительно определим оператор ̂


 как  

 ˆ i i m     t r tre e e


,            (10.71) 

тогда волновое уравнение (10.71) принимает следующую форму: 

ˆ ˆ m mW J
 

  .       (10.72) 

Это уравнение не изменяется по действием следующей замены 
потенциала: 

ˆ  m mW W F E


    ,      (10.73) 

где F  и E  произвольные функции, удовлетворяющие следующим 
условиям:  

ˆ 0 F

 ,            (10.74) 
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ˆ ˆ 0 E
 

 .            (10.75) 

Условие (10.74) указывает, что потенциал mW  определяется с 
точностью до аддитивной функции F , удовлетворяющей однородному 
волновому уравнению первого порядка, в то время как выражение 
(10.75) означает, что E  удовлетворяет однородному волновому 
уравнению второго порядка. Рассмотрим обобщенное градиентное 
калибровочное условие. Для потенциала, определенного выражением 
(10.7), функция E  может быть выбрана следующим образом: 

1 2 3 4 1 2 3 4 ,i i i E iE E E          tr t r tr r tE e e e e e e
   

        (10.76) 

где компоненты S  и SE


 являются произвольными функциями 
координат и времени. Тогда замена (10.73) приводит к следующей 
системе подстановок: 

 
 
 
 

1 1 1 1 4

2 2 2 2 3

3 3 3 3 2

4 4 4 4 1

1 1 1 1 2 4

2 2 2 2 1 3

3 3 3 3 4 2

4 4

,

,

,

,

,

,

,

a a E m

a a E m

a a E m

a a E m

A A E i E mE

A A E i E mE

A A E i E mE

A A E

 

 

 

 







     

     

    

     

        
        
        

 

 

 

 

 

      

      

      

  
4 4 3 1.i E mE      

   

     (10.77) 

Если мы выберем векторную часть равной нулю ( S 0E 


), тогда 
подстановки (10.77) переходят в (10.11), а если дополнительно 
положить массу кванта равной нулю ( 0m  ), то подстановки (10.77) 
переходят в систему (10.33) для безмассового поля. Аналогично 
подстановки для напряженностей поля имеют следующий вид: 
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 
 
 
 

1 1 1 1 4

2 2 2 2 3

3 3 3 3 2

3 3 4 4 1

1 1 1 1 2 4

2 2 2 2 1 3

3 3 3 3 4 2

4 4

,

,

,

,

,

,

,

g g E m

g g E m

g g E m

g g E m

G G E i E mE

G G E i E mE

G G E i E mE

G G E

 

 

 

 







    

     

     

      

       
        
        

  

 

 

 

 

      

      

      

  
4 4 3 1.i E mE      

   

    (10.78) 

Если мы выберем векторную часть равной нулю, тогда (10.78) 
переходят в (10.15) и в случае нулевой массы кванта поля в системы 
(10.37) и (10.42) для безмассового поля.  

10.6. Заключение 

Таким образом, мы представили суперсимметричные скалярно-
векторные уравнения для массивных и безмассовых полей. 
Продемонстрирована калибровочная инвариантность потенциалов, 
описываемых волновыми уравнениями первого и второго порядка, а 
также для напряженностей полей, описываемых системами уравнений 
аналогичных уравнениям Максвелла.  
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Приложение 1.  Матричное представление седеонов 
 
 

Рассмотрим матричное представление седеонов. В общем виде 
седеон представляет собой матрицу размером 16 × 16. Работа с такой 
матрицей крайне затруднена из-за ее большой размерности. Однако 
для данной матрицы возможны компактные представления в виде 
блочных матриц размером 4 × 4. Рассмотрим седеон V , записанный в 
базисе 0e , 1e , 2e , 3e :  

0 1 2 3 0 1 2 3V e V e V e V e V = + .     (П 1.1) 

Седеонное произведение элемента 1e  и седеона V  равно  

1 0 3 2i i1 0 1 2 3e V e V + e V e V e V = + ,    (П 1.1) 

и поэтому седеонная единица 1e  может быть представлена следующей 
матрицей: 

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0
0 0 0

i
i

 
 
 
 
 
 

1e .       (П 1.3) 

По аналогии имеем: 

1 0 0 0
0 1 0 0

1
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
  
 
 
 

0e , 

0 0 1 0
0 0 0
1 0 0 0
0 0 0

i

i

 
 
 
 
 

 

2e , 

0 0 0 1
0 0 0
0 0 0
1 0 0 0

i
i

 
  
 
 
 

3e .  (П 1.4) 

Таким образом, используя (П 1.3) и (П 1.4), мы можем переписать 
седеон V  (в базисе 0e , 1e , 2e , 3e ) в следующей матричной форме: 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

i i
i i

i i

 
 

   
   

V V V V
V V V V

V
V V V V
V V V V



V

.     (П 1.5) 
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С другой стороны, седеон V  записывается в базисе 0a , 1a , 2a , 3a  в 
следующей скалярно-векторной форме: 

0 1 2 3   0 1 2 3V V a V a V a V a .     (П 1.6) 

Тогда, действуя аналогичным образом, мы получаем, что базисные 
элементы 0a , 1a , 2a , 3a  имеют следующее матричное представление: 

1 0 0 0
0 1 0 0

1
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
  
 
 
 

0a , 

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0
0 0 0

i
i

 
 
 
 
 
 

1a ,       

0 0 1 0
0 0 0
1 0 0 0
0 0 0

i

i

 
 
 
 
 

 

2a , 

0 0 0 1
0 0 0
0 0 0
1 0 0 0

i
i

 
  
 
 
 

3a .          (П 1.7) 

Используя (П 1.7), седеон V  можно записать в базисе 0a , 1a , 2a , 3a  в 
виде следующей матрицы размерности 4  4 : 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 1

3 2 1 0

i i
i i
i i

 
  
 
 

 

V V V V
V V V V

V
V V V V
V V V V

0

 .    (П 1.8) 

Таким образом, шестнадцатикомпонентный седеон может быть 
представлен в виде матрицы 16  16, которая допускает два 
различных компактных представления в виде блочных матриц 4  4. 
Первое представление в базисе 0e , 1e , 2e , 3e  дается выражением (П 1.5) 
с компонентами V  (в базисе 0a , 1a , 2a , 3a ), равными 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

V V V V
V V iV iV
V iV V iV
V iV iV V

   

   


   

   

 
  
 
 

 

V .    (П 1.9) 
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Второе представление в базисе 0a , 1a , 2a , 3a  дается выражением (П 1.8) 
с компонентами V  (в базисе 0e , 1e , 2e , 3e ), равными 

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

V V V V
V V iV iV
V iV V iV
V iV iV V

   

   


   

   

 
    
   

V .    (П 1.10) 

Рассмотрим соотношения между элементами векторного базиса 
1a , 2a , 3a  и матрицами Дирака. Вводя новые величины  

 1 0 3
1
2

 W V V ,  2 1 2
1
2

i W V V ,       

 3 1 2
1
2

i W V V ,  4 0 3
1
2

 W V V ,        (П 1.11) 

мы можем переписать седеон (П 1.6) в базисе собственных функций 
оператора 3a  в следующей форме: 

1 2 3 4(1 ) ( ) ( ) (1 )i i       3 1 2 1 2 3V W a W a a W a a W a ,  (П 1.12) 

где величины  

(1 ) 3a , ( )i1 2a a , ( )i1 2a a , (1 ) 3a     (П 1.13) 

представляют собой новый седеонный базис. Тогда действие 
векторных операторов ma  сводится к следующим выражениям:  

2 1 4 3(1 ) ( ) ( ) (1 )i i       1 3 1 2 1 2 3a V W a W a a W a a W a ,     

2 1 4 3(1 ) ( ) ( ) (1 )i i i i i i        2 3 1 2 1 2 3a V W a W a a W a a W a ,    (П 1.14) 

1 2 3 4(1 ) ( ) ( ) (1 )i i       3 3 1 2 1 2 3a V W a W a a W a a W a .     

На основании формул (П 1.14) единичные вектора 1a , 2a , 3a  могут 
быть представлены в базисе (П 1.13) матрицами 4  4 следующего 
вида: 
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0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 
 
 
 
 
 

1a , 

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

i
i

i
i

 
 
 
 
 
 

2a , 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 
  
 
 

 

3a ,     (П 1.15) 

которые совпадают со спиновыми операторами теории Дирака [27]: 

0 1 0 0
1 0 0 0

ˆ
0 0 0 1
0 0 1 0



 
 
 
 
 
 

1 , 

0 0 0
0 0 0

ˆ
0 0 0
0 0 0

i
i

i
i



 
 
 
 
 
 

2 , 

1 0 0 0
0 1 0 0

ˆ
0 0 1 0
0 0 0 1



 
  
 
 

 

3 .    (П 1.16) 

Таким образом, матричные операторы e  и a , вообще говоря, 
представляются матрицами 16 × 16. Представление их матрицами 
4 × 4 относится лишь к конкретным базисам и может быть 
использовано только в тех случаях, когда операторы e  и a  
действуют раздельно и независимо. 
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Приложение 2. Пространственно-временные седенионы 
 

Известные в литературе шестнадцатикомпонентные 
гиперкомплексные числа седенионы получаются из 
восьмикомпонентных октонионов посредством процедуры удвоения 
Кэли-Диксона [51]. В этом случае гиперкомплексный седенион 
определяется следующим образом:  

1 2S O O  e ,       (П 2.1) 

где iO  является октонионом, а параметр удвоения e  аналогичен 
мнимой единице ( 2 1 e ). Алгебра седенионов имеет специфические 
правила умножения. Так, произведение двух седенионов  

1 11 12S O O  e , 
2 21 22S O O  e  

определяется следующим образом:  

       1 2 11 12 21 22 11 21 22 12 22 11 12 21S S O O O O O O O O O O O O      e e e ,   (П 2.2) 

где iO  - сопряженный октонион. Умножение (П 2.2) позволяет ввести 
хорошо определенную норму седениона, поскольку квадрат седениона 
равен сумме квадратов его компонент. Однако такая процедура 
конструирования приводит к тому, что полученные седенионы 
образуют нормированную, но неассоциативную алгебру [4]. Это 
существенно усложняет использование седенионов Кэли-Диксона в 
физических приложениях.  

Здесь мы рассмотрим альтернативную версию шестнадцати 
компонентных гиперкомплексных чисел, называемых 
“пространственно-временные седенионы” [52], которые образуют 
ассоциативную алгебру.  

П 2.1. Алгебра пространственно-временных седенионов 

Как известно, кватернион представляет собой четырех-
компонентный объект следующего вида: 

0 1 2 3q q q q q   0 1 2 3a a a a ,       (П 2.3) 
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где компоненты q ( 0,1, 2, 3  ) - числа (в общем случае 
комплексные), 10a  является скалярной единицей, а величины ma  
( m 1, 2, 3 ) представляют собой кватернионные единицы, которые 
интерпретируются как единичные векторы. Правила умножения и 
коммутации кватернионных единиц ma  представлены в Таблице 4. По 
аналогии с седеонами мы введем также пространственно-временной 
скалярный базис , , ,0 1 2 3e e e e , который будет отвечать за 
пространственно-временные инверсии. Здесь 10e  - абсолютный 
скаляр, 1 te e  - временная скалярная единица, 2 re e  - 
пространственная скалярная единица, 3 tre e  - пространственно-
временная скалярная единица. Правила умножения и коммутации 
пространственно-временных единиц me  выберем также в соответствии 
с правилами умножения кватернионных единиц (представлены  
в Таблице 5).   

 

Таблица 4.          Таблица 5. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Заметим, что седенионные единицы 1e , 2e , 3e  и 1a , 2a , 3a  образуют 
антикоммутативные алгебры: 

,
, 

 

 
n m m n

n m m n

a a a a
e e e e

       (П 2.4) 

для n m . Однако элементы базиса , ,1 2 3e e e  коммутируют с 
элементами , ,1 2 3a a a : 

n m m ne a a e ,       (П 2.5) 

для любых n  и m . Тогда седенион V  может быть представлен в 
следующем виде: 

   1a    2a    3a  

1a  1    3a   2a  

2a   3a  1    1a  

3a    2a   1a  1  

 

   1e    2e    3e  

1e  1    3e  2e  

2e  3e  1    1e  

3e    2e  1e  1  
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 
 
 
 

00 01 02 03

10 11 12 13

20 21 22 23

30 31 32 33 .

V V V V

V V V V

V V V V

V V V V

   

   

   

   

0 0 1 2 3

1 0 1 2 3

2 0 1 2 3

3 0 1 2 3

e a a a a

e a a a a

e a a a a

e a a a a

V

     (П 2.6) 

Также можно ввести седенионные компоненты V  согласно 
следующим определениям: 

00V V 0 0e a ,            
 01 02 03V V V V  0 1 2 3e a a a


,       

10V V V t 1 1 0e a ,          
 11 12 13V V V V V   t 1 1 1 2 3e a a a

 
,         (П 2.7) 

20V V V r 2 2 0e a ,          
 21 22 23V V V V V   r 2 2 1 2 3e a a a

 
,      

30V V V tr 3 3 0e a ,          
 31 32 33V V V V V   tr 3 3 1 2 3e a a a

 
.      

Тогда седенион представляется в виде 

V V V V V V V V       t t r r tr tr

   
V .    (П 2.8) 

Таким образом, пространственно-временная седенионная алгебра 
также включает в себя четыре группы величин.  

 Абсолютные скаляры ( )V  и абсолютные векторы ( )V


 не 
изменяются при пространственной и временной инверсии. 

 Временные скаляры ( )Vt  и временные векторы ( )Vt


 изменяются 

(меняют знак) при временной инверсии и не изменяются при 
пространственной инверсии. 

 Пространственные скаляры ( )Vr  и пространственные векторы ( )Vr


 

изменяются при пространственной инверсии и не изменяются при 
временной инверсии. 

 Пространственно-временные скаляры ( )Vtr  и пространственно-
временные векторы ( )Vtr


 изменяются и при временной и при 

пространственной инверсии. 
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Можно ввести скалярно-векторные величины  

0 00 01 03V V V V   1 2 3a a a02V ,       

1 10 11 12 13V V V V   1 2 3a a aV ,     (П 2.9) 

2 20 21 22 23V V V V   1 2 3a a aV ,       

3 30 31 32 33V V V V   1 2 3a a aV .       

Тогда седенион записывается в пространственно-временном базисе в 
следующем виде: 

0 1 2 3 1 2 3e e eV = V + V V V .     (П 2.10) 

С другой стороны, можно ввести пространственно-временные 
седенионные скаляры  

0 00 10 20 30( )V V V V   1 2 3e e eV ,       

1 01 11 21 31( )V V V V   1 2 3e e eV ,       

2 02 12 22 32( )V V V V   1 2 3e e eV ,    (П 2.11) 
3 03 13 23 33( )V V V V   1 2 3e e eV        

так, что седенион запишется в векторном базисе следующим образом: 

0 1 2 3   1 2 3a a aV V V V V .    (П 2.12) 

Или, вводя седенионный вектор  

1 2 3V V V V    t r tr 1 2 3a a a
    

V = = V V V ,    (П 2.13) 

мы можем представить седенион в следующей компактной форме: 

0 


V V V .       (П 2.14) 

Произведение двух седенионов A  и B  может быть представлено 
как  

     0 0 0 0 0 0            
      

 AB A A B B A B A B AB A B A B . (П 2.15) 

Здесь введены скалярное произведение седенионных векторов, 
обозначенное символом “  ” и круглыми скобками: 

  1 1 2 2 3 3    
 
A B A B A B A B ,      (П 2.16) 
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и векторное произведение, обозначенное символом “” и 
квадратными скобками: 

     2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1       1 2 3a a a
 
A B A B A B + A B A B + A B A B . (П 2.17) 

Таким образом, седенионное произведение  

0


 F = AB F + F         (П 2.18) 
имеет следующие компоненты: 

0 0 0 1 1 2 2 3 3  F = A B A B A B A B ,        
 1 1 0 0 2 3 3 21F = A B + A B + A B A B ,        (П 2.19) 
 2 2 0 0 2 3 1 1 3 F = A B + A B A B A B ,       
 3 3 0 0 3 1 2 2 1 F = A B + A B A B A B .       

Заметим, что в седенионной алгебре квадрат вектора равен  

  2 2 2
1 2 3

2A A A A A A     
  

,     (П 2.20) 

а квадрат модуля вектора равен  

 2 2 2 2
1 2 3A A A A + A + A   

  
     (П 2.21) 

и является положительно определенной величиной. 

П 2.2. Седенионное пространственное вращение  
           и пространственно-временное сопряжение  

Преобразование поворота седениона V  на угол   вокруг оси, 
задаваемой единичным вектором n , реализуется с помощью 
седениона  

   cos / 2 sin / 2n  
U      (П 2.22) 

и сопряженного седениона: 
   * cos / 2 sin / 2n  

U .   (П 2.23) 
Для них справедливо соотношение 
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* * 1   UU = U U .       (П 2.24) 
Преобразованный седенион V  записывается как седеонное 
произведение следующего вида:  

*    V U  V  U .        (П 2.25) 

Таким образом, преобразованный седенион V  равен  

         cos / 2 sin / 2 cos / 2 sin / 20n n             
 V V V  

  cos 1 cos sin0 n n n          
    V V V V .   (П 2.26) 

Ясно видно, что скалярная часть седениона не преобразуется, в то 
время как векторная часть 


V  поворачивается на угол   вокруг n . 

Операции временной инверсии ( tR̂ ), пространственной инверсии 
( rR̂ ) и пространственно-временной инверсии ( trR̂ ) связаны с 
преобразованиями в базисе 1e , 2e , 3e  и осуществляются следующим 
образом:  

R̂      t 2 2 1 2 3e e e e e 
0 1 2 3V V V V V V ,       

R̂      r 1 1 1 2 3e e e e e 
0 1 2 3V V V V V V ,         (П 2.27) 

R̂      tr 3 3 1 2 3e e e e e 
0 1 2 3V V V V V V .       

П 2.3. Седенионные преобразования Лоренца 

В седенионной алгебре релятивистский четырехмерный вектор 
события представляется в следующей форме: 

+ct r t re e S .        (П 2.28) 

Квадрат этой величины равен 
2 2 2 2 2c t + x + y + z  S S      (П 2.29) 

и является инвариантом преобразований Лоренца. Преобразования 
физических величин от одной системы к другой осуществляются с 
помощью седенионов  
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cosh sinhm   tre L ,      (П 2.30) 
cosh sinhm   tre *L ,     (П 2.31) 

где tanh 2 v / c  , v  - скорость движения системы вдоль единичного 
вектора m . Заметим, что 

 1     L L L L .       (П 2.32) 
Например, преобразованный четырехмерный вектор события S  
записывается следующим образом:  

     cosh sinh + cosh sinhm ct r m       tr t r tre e e e    *S L  S L     
 cosh2 sinh2ct m r   t te e          (П 2.33) 

   sinh2 1 cosh2r ctm m r m     r r re e e     .     

Разделяя в (П 2.33) величины с te  и re , мы получаем хорошо 
известные преобразования для координат и времени [26]: 

2

2 2

/

1 /

t x v ct
v c

 


, 
2 21 v /

x t vx
c

 


, y y  , z z  ,  (П 2.34) 

где x  - координата вдоль вектора m . 
Преобразования Лоренца для произвольного седениона 

определяются следующим образом:  
    *V L  V L .        (П 2.35) 

При этом компоненты преобразованного седениона определяются 
следующими формулами:  

V V  ,                 
V V tr tr ,                

 cosh 2 sinh 2V V m V    r r tr te
 ,          

 cosh 2 sinh 2V V m V    t t tr re
 ,           (П 2.36) 

 cosh 2 (1 cosh 2 ) sinh2V V m V m m V          tr rte
      ,    

 cosh 2 (1 cosh 2 ) sinh2V V m V m m V          tr tr tr tre
      ,    

  (1 cosh 2 ) sinh 2V V m V m V m      r r r tr te
     ,       

  (1 cosh 2 ) sinh 2V V m V m V m      t t t tr re
     .       
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П 2.4. Подалгебры пространственно-временных седенионов 

Введенный ранее скалярно-векторный седенионный базис 
позволяет конструировать различные типы гиперкомплексных чисел 
меньшей размерности. Например, можно ввести пространственно-
временные комплексные числа вида 

1 2Z z z t te ,       (П 2.37) 

1 2Z z z r re ,       (П 2.38) 

1 2Z z z tr tre ,       (П 2.39) 

которые обладают всеми свойствами комплексных чисел, однако по-
разному преобразуются при пространственно-временном сопряжении 
и седенионных преобразованиях Лоренца. Кроме того, можно ввести 
различные типы кватернионов, которые отличаются своими 
свойствами по отношению к операциям пространственного и 
временного сопряжения:  

 0 1 2 3q q q q q   0 0 1 2 3a e a a a ,    (П 2.40) 

 0 1 2 3q q q q q   t 0 t 1 2 3a e a a a ,    (П 2.41) 

 0 1 2 3q q q q q   r 0 r 1 2 3a e a a a ,    (П 2.42) 

 0 1 2 3q q q q q   tr 0 tr 1 2 3a e a a a .    (П 2.43) 

Абсолютный кватернион (П 2.40) представляет собой сумму 
абсолютного скаляра и абсолютного вектора. Он не изменяется под 
действием операций пространственно-временного сопряжения. 
Временной кватернион qt

 , пространственный кватернион qr
  и 

пространственно-временной кватернион qtr
  изменяются под 

действием операций пространственно-временного сопряжения  в 
соответствии с правилами коммутации базисных элементов , ,t r tre e e . 
Например, операция временного сопряжения (см. (27)) кватерниона qt

  
сводится к преобразованию следующего вида: 

 0 1 2 3R̂ q q q q q q    t t r t r 0 t 1 2 3= e e a e a a a  .   (П 2.44) 
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Кроме того, седенионный базис позволяет также конструировать 
различные типы пространственно-временных восьмикомпонентных 
октонионов: 

 00 01 02 03 10 11 12 13G = G +G +G +G + G + G +G +Gt 1 2 3 t t 1 2 3a a a e e a a a


,     (П 2.45) 

 00 01 02 03 20 21 22 23G = G +G +G +G + G + G +G +Gr 1 2 3 r r 1 2 3a a a e e a a a


,   (П 2.46) 

 00 01 02 03 30 31 32 33G = G +G +G +G + G + G +G +Gtr 1 2 3 tr tr 1 2 3a a a e e a a a


.  (П 2.47) 

П 2.5. Седенионные уравнения релятивистской квантовой 
           механики 

В седенионной алгебре соотношение Эйнштейна для энергии и 
импульса частицы  

0
2 2 2 2 4 0E c p m c          (П 2.48) 

может быть представлено в следующей форме:  

  2 2
0 0 0E cp i m c E cp i m c    t r tr t r tre e e e e e  .    (П 2.49) 

Отсюда, заменяя классические энергию E  и импульс p  
соответствующими операторами 

Ê i
t





   и  p̂ i  


 ,      (П 2.50) 

получаем седенионное волновое уравнение для релятивистской 
частицы:  

0 01 1 0
m c m c

c t c t
                 

t r tr t r tre e e e e e ψ
 


 

, (П 2.51) 

где волновая функция является седенионом  

     0t,r t,r t,r ψ ψ ψ  
 .          (П 2.52) 

Соответствующее уравнение для электрически заряженной частицы 
в электромагнитном поле имеет следующий вид: 
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0

0

1

1 0.

m cie ie A
c t c c

m cie ie A
c t c c





      
        

t t r r tr

t t r r tr

e e e e e

e e e e e ψ



  




  

  (П 2.53) 

Это уравнение описывает частицу со спином 1/2 [21].  
Для специального класса частиц, описывающихся волновым 

уравнением первого порядка, справедливо следующее седенионное 
волновое уравнение: 

01 0
m c

c t
      

t r tre e e ψ





.     (П 2.54) 

Для заряженных частиц во внешнем электромагнитном поле это 
уравнение имеет вид 

01 0
m cie ie A

c t c c


        
t t r r tre e e e e ψ




  
.   (П 2.55) 

Это уравнение также описывает частицу со спином 1/2 [22]. 

П 2.6. Седенионное волновое уравнение для массивного поля  

Неоднородное волновое уравнения для массивного силового поля 
имеет следующий вид:  

0 01 1m c m c
c t c t
                 

t r tr t r tre e e e e e
 

 
 

W J .  (П 2.56) 

Здесь W - потенциал поля, J - источник поля, 0m - масса кванта поля. 
В специальном случае, когда масса кванта поля равна нулю, это 

уравнение описывает электромагнитное поле в вакууме. 
Действительно, выбирая потенциал в виде 

A t re e


W =         (П 2.57) 

и источник поля  
44= j
c


 t re e


J ,       (П 2.58) 

мы получаем следующее уравнение поля: 
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 1 1 44A j
c t c t c


 

               
t r t r t r t re e e e e e e e

  
.   (П 2.59) 

После действия первого оператора в левой части уравнения (П 2.59) 
мы имеем 

 

 

1

1 1 .

A
c t

A A A
c t c t



 

     

            

t r t r

tr tr

e e e e

+ e + e




   

  (П 2.60) 

Используя седенионное определение полей  

1 ,AE
c t

H A


  


   


 

 
       (П 2.61) 

и принимая во внимание условие калибровки Лоренца 

 1 0A
c t


  




,        (П 2.62) 

мы можем переписать выражение (П 2.60) в следующем виде:  

 1 A E H
c t


        

t r t r tre e e e e
  

.     (П 2.63) 

Тогда волновое уравнение (П 2.59) принимает вид  

 1 44E H j
c t c




         
t r tr t re e e e e

   
.   (П 2.64) 

Производя седенионное умножение в левой части уравнения (П 2.64), 
мы получаем 

 

 

1

1 44 .

E E E
c t

H H H j
c t c




     
           

r t t

t r r t r

e + e + e

e e e e e


   


    

  (П 2.65) 
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Отсюда, разделяя величины с различными пространственно-
временными свойствами, получаем следующую систему уравнений: 

 

 

4 ,

1 4 ,

1 ,

0 .

E

EH j
c t c

HE
c t

H





   

     
     

  

t t

r r r

t t

r

e e

e e e

e e

e

 


  


 

 

    (П 2.66) 

Система (П 2.66) совпадает с системой уравнений Максвелла. 

П 2.7. Заключение 

Алгебра седенионов во многом эквивалентна алгебре седеонов.  
В противоположность алгебре седеонов, в которой умножение 
базисных элементов основано на правилах, предложенных 
А. Макфарлейном [23], и содержит мнимую единицу, в седенионной 
алгебре умножение строится на правилах, предложенных 
В. Гамильтоном [1] для кватернионов. Между двумя этими алгебрами 
существует простая связь. Обозначим базис седеонов M

na  и M
ne  

(правила Макфарлейна), а базис седенионов H
na  и H

ne  (правила 
Гамильтона). Тогда справедливы следующие соотношения: 

M Hin na a , 

M Hin ne e . 

Таким образом, использование той или иной алгебры для описания 
частиц и полей зависит лишь от удобства и личных пристрастий, 
однако физическая сущность получаемых результатов совершенно не 
зависит от выбранной алгебры.  
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